ResSeni

40) Resime pro x € R, y € R. Po substituci a upravé fesime rovnici zz’ =
ﬁzz Stacionarni feSeni z = 0 a z = 1. Pro z ¢ {0;1} a x # 1 mame
Z (-5 — 7)) = 2 Po integraci In(|%5]) = In(|z]) + ¢, ¢ € R. Po
upravé dostaneme z = &—W, kde k = +e€. Protoze y = zz, dostavame
ZAVEr:

y(x) =0,z € R
y(r) =z, € R

y(z) = = (1 £ V1+4c22?) 2 € R,c € R\ {0}

41) Resime pro x € R, y € R. Po substituci a upravé fesime rovnici zz’ =
2(2% — 2). Stacionarni feSeni z = 0 a z = 1. Pro 2z ¢ {0;1} a * # 0 mame
7(i-L)=1 Po integraci a ipravé In(| %5 |) = 2In(|z])+¢, ¢ € R. Odtud

z z—1

dostavame z = kde k = +e°. Protoze y = xz, dostavame zavér:

k21’

y(x) =0,z € R
y(x) =z, € R
z € R, € (—o0;0)
cx® r € (—o0 _\/Lz)a € (0; +00)
y(!ﬂ) = 2 17 1
cx 1 YIS (_%7 %)a (Oa +OO)
LS (%; 00) € (0; 400)

42) Resime pro z € R, y € R. Po substituci a tipravé feSime rovnici zz’ =
z(z 4+ 1). Stacionarni feseni z =0 a z = —1. Pro 2 ¢ {—1;0} a  # 0 mame
Z (1 — 45) = 2. Po integraci a tpravé dostéavame z = (z+1)cz, c € R\ {O}
Vynéasobenim x a dosazemm y=21az prevedeme rovnici na tvar y = cry+cx?.
Odtud vypocteme y = -*—, kde d = = pro ¢ # 0, resp. y = 0 pro ¢ = 0. Zavér
po napojeni feSeni v :v = O
prvni feSeni

y(x) = —z,y(x) =0,z € R

druhé reseni

332

y(x) = ,x € (—o0;¢) pro ¢ € (—o0;0) a x € (¢;+00) pro ¢ € (0;+00)

cC—X
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treti reSeni

l'2

, & € (—00;0] pro ¢ € (0;400) nebo x € (¢;0] pro ¢ € (—o0;0)
c—z

y(r) = )

T
d—=x

, & € [0;400) pro d € (—o00;0) nebo = € [0;d) pro d € (0; +00)

43) Resime pro z € R\ {0}, y € R\ {0}, z -y > 0. Po substituci a tpravé
feSime rovnici zz’ = zIn(z) pro z € (0;+00). Stacionarni FeSeni z = 0 a
z = 1. Po integraci In(|In(2)|) = In(|z|) + ¢, ¢ € R. Tedy z = exp(dz), kde
d = +e°. Regenf nelze napojovat. Celkem tedy dostavame:

y(x) = xexp(cz),z € (—o0;0) nebo z € (0;+00),c € R

44) Resime pro x € R a y € R. Po substituci a tpravé resime rovnici
xz' = 1. Po integraci z = ¢+ In|z|, ¢ € R. Odtud y = z(c + In |z|). Protoze
lin(l)y(:c) = 0, ale ¥'(0) = lin%% = lin%(c + In|z|) = —o0, nelze feSeni
spojit v pocatku. Zavér: y(z) = z(In|z| + ¢), v € (—o00;0) a z € (0;+00),

c € R. (Lze fesit také jako linearni rovnici.)

45) Resime proz € R, y € R. Po substituci a uprave fesime rovnici 2zzz" =
—(2? + 1). Po integraci In(1 + 2%) = ¢ — In(|z]), ¢ € R. Tedy 2? + y* = 2kz,
kde k = £e¢. Zavér:

y(x) = /2 — (x — ),z € (2¢;0) pro ¢ € (—o00;0) a z € (0;2¢) pro ¢ € (0; +00)

(Lze fesit také jako Bernoulliho rovnici.)

46) Resime prox € Ray € R. Po substituci a upravé pro z # 0 dostaneme
rovnici 222" = —2, po integraci 22 = c—In(2?), ¢ € R. Nelze napojovat. Zaver:

y(x) = £r\/c —In(2?), 2 € (—exp(5

);0) nebo x € (0; exp(5)),c € R

(Lze Tesit také jako Bernoulliho rovnici.)

47) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a tpravé 222/ = (1l — 22).
Stacionarni feSeni z = % Pro z # % a x # 0 feSfme rovnici 1fl2z = % Po
integraci —1In(|1 — 2z|) = In(|z]) + ¢, c € R. Po tpravé y = £ + £ k € R.

Zaver:

y(z) = g+ g,x € (—00;0) nebo x € (0; +00) pro c € R\ {0}
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x
y(x) = 5T € R
(Lze Tesit také jako linearni rovnici.)
48) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a tpravé 222’ = —z. Pro
x # 0 YeSime rovnici 2’ = —1, kterd po integraci prejde v z = —In(|z]) + c,

c € R. Zavér:
y(r) = —wIn|z| + cx,z € (—00;0) nebo x € (0;+00), ¢ € R

(Lze Tesit také jako linearni rovnici.)

49) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a tpravé 22’ = —z(2z + 1).
Pro x # 0 Fesime rovnici =27 = 1. Po integraci —3 In(|2z + 1) = In(|z|) + ¢,
c € R. Po tpravé y = —5 + %, k € R. Zavér:

y(z) = g _ ;x € (—00;0) nebo z € (0;+00),c € R\ {0}

50) Resime pro z € R a pro y € R. Po substituci a tpravé pro x # 0
Fesime rovnici zz’ = —z%. Stacionérni FeSenf z = 0. Pro z # 0 mame = = 1.
Po integraci 1 = In(|z]) 4+ ¢, ¢ € R. Odtud z = m, kde ¢ = In(k), k > 0,

a dale y =xz = m Resent lze napojit v bodé x = 0. Zavér:

y(x) =0,z € R
V() = e € (oo 2 nebo € (3 +00). ¢ € (0: o)
x
I Jea] z € (—+;0],ce (0;400)
y(r) =
x
W’ x € [0; é),d € (0;+00)
(0, z € (—00; 0]
y@) =9
nflealy € Oehe € (04e0)
\
( T
R z € (—%;0],c € (0; 400)
y(x) =
0
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51) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a tprave 22°22" = 22(1 — 22).
Stacionarni FeSenf z = 1. Pro z ¢ {—1;1} az # 0 mame —2' (45 + ﬁ) =
L + ¢. Po itegraci a apravé In(|1 — 2?|) = —In(|z|) — ¢, ¢ € R. Po tpravé a

uvazeni, ze y = xz dostavame zavér:

y(x) =tz,z €R
y(z) = £xy /1 + g,x € (—oo;min(0; —c)) nebo x € (max(0; —c); +00),c € R\{0}

52) Resime pro z € R a y € R. Po substituci a apravé 222’ = |z|v/1 + 22.

Pro z # 0 mame 1j;2 = SgnT(z). Po integraci sgn(z)In(|z| + V22 +1) =
sgn(z)In(x) + ¢, ¢ € R. Oznaéime-li k& = e, potom & > 0 a pro z > 0

k222—1

_ x?k? p2:c2—1 o
a pro x < 0 dostaneme z = -t = e kde p =

dostaneme z =
2kx

Resent lze napojit v bodé z = 0. Zavér:

e

-1 ¢, 1
=——=-2"——, R, ce (0
y(x) 5 58 5 ¢ € (0;400)

53) Resime prox € Ray € R. Po substituci a upravé pro x # 0 dostaneme
rovnici 2122’ = 2* — 1. Staconarn{ fefeni z = 1. Pro z ¢ {~1;1} az # 0
prejde rovnice po integraci na tvar In(]z? — 1|) = In(|z|) + ¢, ¢ € R. Reseni
jdou napojovat pro x = 0. Zavér:

z € (—o0;—1)  proce (—00;0)
y(x) =taver+ 1, z €R pro ¢ € {0}
z € (—1;400) proce (0;+00)

54) Resime pro takova z € R a y € R, pro ktera = - y > 0. Stacionarni

feSeni y = 0. Po substituci 2|z|\/z = —2%2. Pro z # 0 a  # 0 Fesime
rovnici £ = —%. Po integraci 3 In(|z]) = —sgn(z) In(|z]) +¢, ¢ € R. Tedy
z = (¢ —sgn(z)In(|z]))? nebot z -y > 0 = 2 > 0 = |z| = 2. Ozna¢me

csgn(z) = In(k) pro k > 0. Potom z = (In())2. ReSeni lze napojit se

|z
stacionarnim v bodé |x| = k. Zavér:

~ JazIn*(cz), z € (—o00;l]
y(w) = {0, x € [L; +00)

pro ¢ € (—o0;0)

pro ¢ € (0; 400)
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55) Resfme pro = € R a y € R. Substituci y = zz, y' = z + 22’ prevedeme
zadanou rovnici po tGpravach na tvar z3(z — 1)z’ = z?z. Stacionarn{ Fesenf
z = 0 na R. Resime pro x # 0 a z # 0. Po integraci z — In|z| = ¢ 4 In |z,
c € R. Pro z € (—00;0) je z — In|z| € (—o0;+00), tedy = € (—o0;0) nebo
z € (0;+00), pro z € (0;400) je z —In|z| € [1; +00), tedy = € (—o0; —e! ™€)
nebo x € (e!7¢ +00). Po zpétné substituci z = ¥ a drobné upravé dostévame
zavéreény implicitni vztah y = z(c + Inly|), ¢ € R, ktery urcuje feseni pro
r € (—00;0), pro z € (0;400), pro x € (—o0; —e'™¢) a pro x € (e!™¢ +00).
Déle mame stacionarni feseni y(z) = 0 pro x € (—00;0) a pro z € (0;+00).
Graf feseni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve druhém kvadrantu,
nebot v tomto pfipadé je z € (—o0;0), a tedy 0 < zz < 4o00. Graf FeSeni
definovaného na intervalu (0; +00) lezi ve ¢tvrtém kvadrantu, nebot v tomto
piipadé je z € (—o00;0), a tedy —oo < xz < 0. Graf feSeni definovaného na
intervalu (—oo; —e!™¢) lezi ve t¥etim kvadrantu, nebot v tomto piipadé je
z € (0;400), a tedy —oo < zz < 0. Graf feSeni definovaného na intervalu
(e'7¢ 400) lezi v prvnim kvadrantu, nebot v tomto piipadé je z € (0; +00),
atedy 0 < zz < +o00. Ze vztahu z — In|z| = ¢+ In|z| 1ze pro 2 — 0
usoudit, ze z — In|z| — —oo, odkud z — —oo. Pro feSeni definované na
intervalu (—o0;0) nebo na intervalu (0; +00) usoudime ze vztahu z = ¢ +
In|y| pro x — 0 (zleva, resp. zprava, podle toho, zda je feSeni definovano

pro z < 0, resp. x > 0), Ze lir%y(x) = 0, a dale y/(0) = lin%%:g(m =
hH(l) @) — lin[l) z(x) = —o0, tedy FeSeni ze druhého kvadrantu nejde spojit s

feSenim ze ¢tvrtého kvadrantu (v bodé = 0 by nebyla vlastni derivace).
Pro feSeni definované na intervalu (—oo; —e!'™¢), resp. (e!™¢; +00) miiZzeme
do vztahu z — In|z| = ¢ + In |z| za x dosadit hodnotu x = +e'~* a obdrzime
z —In|z| = 1. Tato rovnice ma pro z € (0; +00) jediné feSeni z = 1. Mazeme
tedy usoudit, ze lim y(z) = lim zz2(z) = £e'™¢ a dale |y (E£e! )| =

, x—tel—c r—tel—c
[ lim Sl =1 i (Pl =1 lim ()| = +oo, tedy
feSeni majici graf ve tfetim, rep. prvnim kvadrantu nelze prodlouzit za bod
x = —e'~¢, resp. pied bod & = e!~¢. Dostédvame tak maximalni feSeni uréena
implicitnim vztahem definované na intervalu (—oo;0), (—oo; —e!~¢), (0; +00)

a (e'7¢ 400) a dale stacionarni feSeni y(z) =0, z € R.

56) Resfme pro z € R a y € R. Substituci y = zz, ¢ = z + 2’ prevedeme
zadanou rovnici po ipravach na tvar x*(1 — 2?)z’ = 23 + 2. Déle fesime pro

x # 0. Stacionarni feSeni z = 0 na R. Pro z # 0 dostavame 2’ (% — 22 ) =1

1+22) — =

Po integraci In |z| —In(z? 4+ 1) = In |z| + ¢, ¢ € R. Odtud z = EVLIEL ede
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k=e®>0,atedy y =z = =V W' Zaver:

()_11\/1—4/#1*2 E(_1. 1>
y\r) = ok » & 2%k 2k

57) Resfme pro = € R a y € R. Substituci y = zz, y' = z + 22’ prevedeme
zadanou rovnici po tpravach na tvar x®(42%+32+1)2" = —4a?(2®+22+2+1).
Dale tfesime pro x # 0. Stacionarni feSeni z = —1 na R. Pro z # —1
dostavame po dalsich upravach rovnici z ( 5 T Z+—1) = —%. Po integraci
a dpravé In/(22+1)3(z 4+ 1)2 = ¢ — In(z*), ¢ € R. Pro z € (—o0;0) je
In+/(22+1)3(2 4+ 1)2 € (—o0;+00), tedy z € (—o0;0) nebo z € (0;+00),
pro z € (0;+00) je Iny/(22+1)3(z+1)2 € (—o0;+00), tedy opét = €
(—00;0) nebo x € (0;400).. Ozna¢ime-li e = k > 0, dostaneme rovnici
(22 4+ 13z + 1) = f:—z, kterou po pienasobeni 8 miZeme déle upravit na
tvar ( 222+ 223 (xz +2)? = k? Pouzijeme-li zpétné vztah y = 2, dostaneme
po pieznadeni ¢ = k? zavéretny implicitni vztah (y? + 22)3(y + x)? = ¢,

€ [0; +00), ktery urc¢uje FeSeni pro (—oo;0) a pro x € (0;+00). Z tohoto
vztahu vSak muzeme pro x — 0 usoudit, Ze glcli% y(x) = £/c, a potom y/'(0) =
I
pro kazdé ¢ € [0; +00) FeSeni definované na R.

—1, tedy implicitni vztah (y*42?)*(y+x)? = c urcuje

58) Resfme pro = € R a y € R. Substituci y = zz, ¢ = z + 2’ prevedeme
zadanou rovnici po tpravéach na tvar 232/(2% — 3) = z%2(1 — 2?). Déle resime
pro x # 0. Stacionéarni feSeni z = —1, 2 =0, z =1 na R. Pro z ¢ {-1;0;1}
dostavame po dalgich upravéch rovnici 2’ ( + =L+ —) = % Po integraci

Ttz

1| = In|z| + ¢, ¢ € R, neboli oznacunei: e =k > 0, potom

1|—l€|93| Proz € (— ;—1)je|222—§1| E(—oo;QT\@],tedy

ze (-2 ,O) nebo z € (0; %) pro z € (—1;0) je ]zi§1| € (—o0; +00), tedy
x € (—00;0) nebo x € (0;+00), pro z € (0;1) ] z2_1] € (—o0; +00), tedy
x € (—00;0) nebo x € (0;4+00), a pro z € (1;400) je | 1| € (—o0 *g/g],tedy
x € (— 25,{, 0) nebo z € (0; %) Po zpé&tné substltu(n Yy =1z a preznaéeni
¢ = k dostavame zavérecny implicitni vztah |92y_3””2\ = ¢, ¢ € [0;400), ktery

uréuje feSeni pro x € (—o0;0), pro x € (0;400), pro z € (— Q‘f :0)

x € (0; 23)? ). (Uvazujeme-li dale vyraz 29—\?, mlcky pfedpokladame c > 0.
V piipadé ¢=0 tak méame jen feSeni pro x € (—o00;0) a pro x € (0;+00))
Déle mame stacionarni feseni y(z) = 0 pro z € (—00;0) a pro z € (0;+00).
Graf TeSeni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve druhém kvadrantu pro
piipad z € [—1;0), nebot potom je 0 < zz < z, a pro piipad z € (0;1] lezi

ve tretim kvadrantu, nebot potom je —z < zz < 0. Graf feSeni definovaného

a pro
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na intervalu (0;+00) lezi v prvnim kvarantu pro piipad z € [—1;0), nebot
potom je —z < zz < 0, a pro piipad z € (0;1] lezi ve ¢tvrtém kvadrantu,
nebot potom je 0 < zz < x. Graf FeSeni definovaného na intervalu (— 2&{ ;0)
lezi ve druhém kvadrantu pro pfipad z € (—oo; —1], nebot potom je —z <
xz < 400, a pro piipad z € [1;4+00) lezi ve tfetim kvadrantu, nebot’ potom

je —oo < wz < —ux. Graf FeSeni definovaného na intervalu (0; 2 o ) lezi ve
¢tvrtém kvadrantu pro piipad z € (—oo; —1], nebot potom je —oo < xz <
—z, a pro piipad z € [l;4+00) lezi v prvnim kvadrantu, nebot potom je
r < xz < 400. Mame tii typy feSeni:

1) Libovolné feseni definované na intervalu (—oo; 0) nebo feseni definované na
intervalu (—%; 0), pro které xli%l_ y(x) = 0 (t]. které je klesajici), jehoz graf
lezi ve druhém kvadrantu, lze spojit s libovolnym fesenim definovanym na
intervalu (0; +00) nebo s FeSenim definovanym na intervalu (0; 2\f) pro které

lngler( x) = 0 (tj. které je klesajici), jehoz graf lezi ve ¢tvrtém kvadrantu,

pricemz dodefinujeme y(0) = 0. (Libovolnosti FeSeni mame na mysli, Ze pro
x < 0 muze byt reSeni urcenou konstantou c;, pro x > 0 muze byt urceno
konstantou 02, pricemi muze byt ¢; # co.) To lze, nebot v takovém piipadé
= In
dostavame z — —1,a tedy potom };lin y(z) = liH(l) rz(x) = 0. Navic (bereme-li

piislusné jednostranné derivace) y'(0) = hII(l] % = llm = hr% 2(z) =

—1, coz souhlasi s tim, Ze spojujeme TeSeni z druhého kvadrantu se fesenim
ze ¢tvrtého kvadrantu. Obdobné se zduavodni, ze kazdé fesenl definované na

intervalu (—oo;0) nebo FeSeni definované na intervalu (—— 0), pro které
liI(I)l y(x) = 0 (tj. které je rostouci), jehoz graf lezi ve tfetim kvadrantu,
z—0—

lze spojit s libovolnym Fesenim definovanym na intervalu (0;4+00) nebo s
fesenim definovanym na intervalu (0; 2\[) pro které h%l y(x) =0 (tj. které

je rostou(n) Jehoz graf le21 v prvnlm kvadrantu, prlcemz dodefinujeme y(0) =
—+| — —oo usoudime
z — 1, coz bude souhlasit s tlm Ze spojujeme Teseni ze tfetiho kvadrantu se

feSenim z druhého kvadrantu. Timto postupem dostavame maximalni FeSeni

definované na intervalech (—oo; %), (— g{;, +00), (—00; +00) a (—%; 29—‘{:5)

2) Reseni definované na intervalu (—29—07 0), jehoz graf lezi ve druhém kvad-

rantu (a které je rostouci) lze spojit s FeSenim definovanym na intervalu

(0; ZQ—f) jehoz graf lezi v prvnim kvadrantu (a které je klesajici), pokud je

konstanta ¢ rizna od nuly a pro z < 0 stejna jako pro ¢ > 0. V takovém pri-
padé totiz z podminky In |%

2_ .2 . o~ . « . .
Ze vztahu |Y 5| = ¢ pot¢ miZeme usoudit, Ze lim y(z) = L a z rovnice
z—0
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y'(0) = hm ?)ffy—(z()x) = 1/062 = 0. Proto dodefinujeme y(0) = % Analogicky
2V3.

Ize zduvodmt7 7e TeSeni definované na intervalu (—— 0), jehoz graf lezi ve

tfetim kvadrantu (a které je klesajici) lze spojit s feSenim definovanym na

intervalu (0; QQL) jehoz graf lezi ve ¢tvrtém kvadrantu (a které je rostouci)

(opét stejnd nenulova konstanta c¢). Rozdil bude jen takovy, Zze ze vztahu
y — | = ¢ usoudime hm y( ) = —1, a proto dodefinujeme y(0) = —2. Opét

bude platit 3/(0) = 0. Dostavame tak maximalni feSeni definovana na inter-
valu (—2‘/3' 2‘/5)
9¢ ? 9c /¢ .
3) Stacionarni feseni y(z) = 0 pro z € (—o00;0) spojime v bodé z = 0
hodnotou y(0) = 0 se stacionarnim fesenim y(z) = 0 pro x € (0;+00).
Dostaneme tak maximalni feSeni definované na R. Jiné spojovani feseni jiz
= In|z| + ¢ dostavame pro z — 0,
y2—z2
3

ze z — a, kde a € {—o0; —1;1;+00} a ze vztahu | | = ¢ dostavame pro
x — 0, ze y — 0 nebo y — %, a vSechny tyto moznosti jsme jiz probrali.
Poznamka: Body z = j:29—‘£5 odpovidaji hodnotam y = j:% které lezi v

mnoziné y? — 3z% = 0, kde si rovnice vynucuje |y (z)| = +oo.

59) Resfme na mnoziné {(z,y) € R%z +y # 0}. Substituci y =
z # —1,y = z+ x2’ prevedeme zadanou rovnici po upravach na tvar

22/(z 4+ 1) = (1 — z). Rovnici fesime pro  # 0 a bez podminky z # —1,
kterou budeme v pribéhu feseni pouzivat nebo nepouiivat dle potreby. Sta-
cionarni feSeni z = 1 na R. Po upravé pro z # 1 méame 2z’ (1 + —) = —1
Po integraci z + 2In|z — 1| = ¢ — In|z|, ¢ € R. Pro z € (—o0;1) \ {—1} Je
z+2In|z — 1] € (—oo;In?), tedy = € (—o0; —1e™) nebo z € (FeM; +00),
a pro z € (1;+400) je z 4+ 2Injz — 1| € (—o0;+00), tedy = € (—00;0)
nebo z € (0;400). Po tpravé vztahu mame z + 21In|zz — 2| = ¢ + In|z|.
Dosadime-li z = £, dostaneme po drobné pravé zévérecny implicitni vztah
y+2zn|y — z| = zln|z| + cz, ktery urcuje feseni pro x € (—o0;0), pro
z € (—oo;—1e“™), pro x € (0;+00) a pro z € (3€°t!;+00). Dale mame
feSeni y(r) = x pro x € (—00;0) a pro x € (0;4+00). Graf feSeni defino-
vaného na intervalu (—oo;0) lezi ve t¥etim kvadrantu, nebot v tomto pripadé

€ (1;400), a tedy —oo < xz < —z. Graf feseni definovan¢ho na intervalu
(0;400) lezi v prvnim kvadrantu, nebot v tomto pifpadé z € (1;+00), a
tedy —z < xz < +oo. Graf feenf definovaného na intervalu (—oo; —fe“tt)
lezi ve druhém kvadrantu a ve tretim kvadrantu, nebot v tomto pripadé
z € (—o0;1), a tedy z < xz < +00. Graf Feseni definovaného na intervalu
(iecﬂ; +00) lezi v prvnim kvadrantu a ve ¢tvrtém kvadrantu, nebot v tomto
piipads z € (—o0; 1), a tedy —co < xz < x. Refeni definované na intervalu

(—00;0), resp. na intervalu (0; +00) nelze v bodé z = 0 navazat, nebot ze vz-
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tahu z+21In |z—1| = c—In|z| pro x — 0 dostavame z+21In |z —1| — +o0, od-
kud muzeme usoudit, Ze z — +00, a ze vztahu z+21n |y—z| = In |z|+c méame
2In|y—z| = In|z|+c—z, tedy pro x — 0 dostéavame hH(l) y(x) = 0. Potom ale
y'(0) = lir%%:g(o) = l'r% % = hn’(l) z(x) = +00. Pro feseni definované na
intervalu (—oo; —1e“™), resp. ($e°*!; +00) mizeme ze vztahu z+21In |z —1| =
¢ — Inl|z| s védomosti z € (—oo;1) usoudit, ze lir%z(as) = —1, coz je ale
vylouc¢end hodnota. Tedy maximéalni feseni jsou feSeni urc¢ena implicitnim
vztahem definované na intervalech (—o0;0), (—oo; —1e“t), (se°t!; +00) a
(0;+00), a TeSeni y(x) = z, x € (—00;0) nebo x € (0;400), které nejde v
bodé x = 0 napojit, nebot mame prodminku x + y # 0.

60) Resime pro z € R a y € R. Substituci y = zz, y = z + x2’ pievedeme

zadanou rovnici po tpravach na tvar x?zz' = —z(z+1)?. Déle fesime pro = #

0. Stacionarni feseni z = —1 na R. Pro z # —1 dostavame po dalsich upravach
o1 1 _ 1 ; i1 = ¢ —

rovnici z <z+1 (zH)Q) = —,. Po integraci -5 + In|z + 1| = ¢ — In|z],

c € R. Pro z € (—o0; 1) je =45 +1n|z + 1] € (—00; +00), tedy = € (—00;0)
nebo = € (0;4+00), a pro z € (—1;400) je i +In|z + 1] € [1;+00), tedy
r € (—e“0) nebo z € (0;e7 ). Pouzijeme-li zpétnou substituci y = zz,
obdrzime zavérecny implicitni vztah - + In|z + y| = ¢, ¢ € R, ktery
uréuje feSeni pro z € (—o00;0), pro x € (0;+00), pro z € (—e“10) a
pro z € (0;e71). Dale mame Fefeni y(z) = —z pro z € (—00;0) a pro
x € (0;+00). Graf feSeni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve druhém
kvadrantu, nebot v tomto piipadé z € (—oo;—1), a tedy —z < zz < +oo.
Graf FeSeni definovaného na intervalu (0;+o0) lezi ve ¢tvrtém kvadrantu,
nebot v tomto piipadé mame z € (—oo;—1), a tedy —o0 < xz < —z.
Graf feSeni definovaného na intervalu (—e¢ ';0) lezi ve druhém kvadrantu
a ve tfetim kvadrantu, nebot v tomto pfipadé z € (—1;+00), tedy —oo <
rz < —x. Graf feSeni definovaného na intervalu (0;e~') lez{ v prvnim kvad-
rantu a ve ¢tvrtém kvadrantu, nebot v tomto piipadé z € (—1;400), tedy
—x < xz < 400. Mame dva typy TeSeni:

1) Libovolné feSeni ze druhého kvadrantu (které je klesajici), tj. feSeni y(z) =
—x pro z € (—00;0) nebo implicitné uréené refeni na intervalu (—e®*;0)
mizeme spojit s libovolnym fesenim ze ¢tvrtého kvadrantu, tj. s TfeSenim

y(x) = —x pro € (0;+00) nebo s implicitné uréenym fesenim na inter-

valu (0;e“™!), pricemZ konstanta ¢ pro x < 0 se mize lisit od konstanty c

pro z > 0. Ze vztahu —5 + In[z + 1| = ¢ — In|z| usoudime pro = — 0,

ze z — —1+, a ze vztahu ﬁ + In|z + y| = ¢ miazeme pro x — 0 usou-

dit, ze 91:11% y(xz) = 0. Dodefinujeme-li y(0) = 0, potom (bereme-li piislusné

jednostranné derivace) y'(0) = lim% = lim ¥ — limz(z) = —1,
z—0 z—0 z—0
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coz souhlasi s tim, Ze spojujeme feSeni z druhého kvadrantu s feSenim ze
¢tvrtého kvadrantu. Dostdvame tak maximélni feSeni definované na inter-
valu (—oo; e 1), (—e“ ™ 400) a (—ec7t ech).

2) ReSeni z prvniho kvadrantu definované na intervalu (0;e71) mizeme
spojit s feSenim z druhého kvadrantu definovanym na intervalu (—oo;0),
pokud je v obou piipadech ur¢eno stejnou hodnotou konstanty c. Ze vz-
tahu ﬁ + In|z + 1| = ¢ — In|z| nyni usoudime pro x — 0, Ze |z| — +o0,
a ze vztahu ﬁ + In|x + y| = ¢ poté miZeme pro x — 0 usoudit, Ze
iii% y(z) = e Dodefinujeme-li y(0) = e°, potom (bereme-li prislusné jed-

) . . . 2 c v ;
nostranné derivace) mame y/(0) = lim 28 — 2¢ — 9 ¢o; souhlasf
x

o —yl@) o e
s tim, Ze spojujeme klesajici TeSeni. Aonalogicky lze zdivodnit, ze TeSeni
ze tiettho kvadrantu definované na intervalu (—e“"';0) miiZeme spojit s
feSenim ze Ctvrtého kvadrantu definovaného na intervalu (0;4o00), pokud
je v obou pfipadech urceno stejnou hodnotou konstanty c. Dodefinujeme
y(0) = —e, a podle predchoziho postupu nam vyjde 3'(0) = 2, coz souh-
lasi s tim, Ze spojujeme rostouci feSeni. Dostavame tak maximalni feSeni
definované na intervalu (—oo;e™!) a (—e“';+00). Pro tato feSeni plati:

lim y(x) = 0, nebot ze vatahu 5 tInfz+1] = c—Infz| pro x — Fe!
r—FeT

plyne ﬁ +1In|z + 1| — 1, coZ je pro z € (—1;4+00) mozné, jen pokud
z — 0,aodtud lim y(z) = lim zz(z) = 0. Potom ale |y/(+e“ )| =

xz—tec—1 r—tec—1
: zH2y(z) | _ ; S =
[ Am S =1, tim (5 — D)l = e

61) Resfme pro z € R a y € R. Substituci y = zz, ¢ = z + 22’ prevedeme

zadanou rovnici po tpravach na tvar z*(1 + 23)2’ = —232%. Dale Fesime pro
x # 0. Stacionarni feSeni z = 0 na R. Pro z # 0 dostavame po dalsich
- . e (l 1y 1 : : 1

tpravéch rovnici 2’ (1 + %) = —21. Po integraci In|z| — 55 = ¢ — In|z],

¢ € R. Pro z € (—00;0) je In|z| — 515 € [3;400), tedy z € (—e°"3;0) nebo
x € (O;ec’%), apro z € (0;400) je In |z\—$ € R, tedy z € (—o0;0) nebo x €
(0; +00). Po tpravé vztahu méame In |zz| — % = ¢. Pouzijeme-li zpétnou
substituci y = xz, dostaneme zévérecény implicitni vztah In |y| — % =c,cE
R, ktery urc¢uje feseni pro x € (—o0;0), pro x € (0;+00), pro z € (—ec_%;())
a pro z € (0;¢°73). Déle mame stacionarni Fesenf y(z) = 0 pro z € (—oc; 0)
a pro ¢ € (0;400). Graf feseni definovaného na intervalu (—oo;0) lezi ve
tFfetim kvadrantu, nebot v tomto piipadé je z > 0, tedy i y < 0. Graf reSeni
definovaného na intervalu (0; +00) lezi v prvnim kvadrantu, nebot v tomto
pfipadeé je z > 0, tedy i y > 0. Naopak grafy feSeni definovanych na intervalu
(—e~3;0) (resp. (0;¢°3)) lezi ve druhém (resp. &tvrtém) kvadrantu, nebot
v tomto piipadé je z < 0, a tedy y > 0 (resp. y < 0). Mame dva typy feSeni:
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. e L. _1 .y )
1) Libovolné FeSeni definované na intervalu (—e®3;0) (majici graf ve druhém

kvadrantu), pro které liI(I]l y(x) = 0 (tj. které je klesajici), nebo stacionarni

feSeni y(z) = 0 pro z € (—o0;0) muzeme v bodé x = 0 spojit s libovolnym

Fesenim definovanym na intervalu (0; e 3) (majicim graf ve étvrtém kvad-

rantu), pro které li%l y(x) = 0 (tj. které je klesajici), nebo se stacionarnim
rz—0+

fesenim y(z) = 0 pro z € (0;+00), pticemz dodefinujeme y(0) = 0. (Li-
bovolnosti feSeni mame na mysli, Ze pro * < 0 muze byt TeSeni urcenou
konstantou c;, pro x > 0 miize byt uréeno konstantou co, pficemz muze byt
c1 # co.) To lze, nebot v takovém piipadé plati (bereme piislusné jednos-

tranné derivace) y'(0) = lim L_‘g(o) lim Y% = lim z(z) = 0, protoze ze
z—0 I~ r—0 < 2—0
vztahu In|z| — 555 = ¢ — In|z| pro @ — 0 plyne, Ze In|z| — 555 — o0,
a protoZe navic vime, Ze z < 0, musi nutné lin% z(x) = 0— (ve smyslu,
€Tr—>

ze se z(x) blizi k nule ze zapornych hodnot, coz souhlasi s tim, Ze spo-

jujeme teSeni z druhého kvadrantu se FeSenim ze ¢tvrtého kvadrantu), a

protoze potom ze vztahu Inly| — 555 = ¢ plyne, Ze plati-li hH(l) z(z) = 0—,

xr—
potom nutné 1in(1) y(z) = 0. Dostavame tak maximalni feSeni definovana na
Tr—

intervalech (—oo;e“3), (—e 3;400), (—00;4+00) (pouzijeme-li stacionsrn

%; ec_é),

2) Reseni definované na intervalu (—e® 3;0) (majici graf ve druhém kvad-

rantu), pro které hI(I)l y(x) = e (tj. které je rostouci), mizeme v bodé
r—0—

feseni) a (—e®”

x = 0 spojit feSsenim definovanym na intervalu (0;4o00) (majicim graf v
prvnim kvadrantu a které je rostouci), pokud je konstanta ¢ pro x < 0 stejnéa
jako pro :c > 0. To lze, nebot: a) pro feSeni z druhého kvadrantu ze vztahu
In|z| — 3 = ¢ — In|z| pro 2 — 0— dostavame In |z| — 353 — +00 a odtud s
védomosti z < 0 z(x) — —o0, coz implikuje pii pouziti vztahu In |y|— 3% =c,
ze xll%lf ly(x)| = €°, a tedy i lim y(x) = e° (jsme ve druhém kvadrantu, kde

y > 0); b) pro feSenti z prvmho kvadrantu ze vztahu In |z| — 3 = c—In x| pro
& — 0+ dostavame In |z|— 315 — o0 a odtud s védomosti z >0 z(x) — 400,
coz implikuje pfi pouziti vztahu In |y| — 3 =c, 7e hm ly(x)| = e°, a tedy

i 111%1 y(x) = €° (jsme v prvnim kvadrantu kde y > O), c¢) bereme-li piis-

« s 4 . / _ _ _0 _
lusené jednostranné derivace, pak y'(0) = ilm m3 +y = 53¢ = 0. Dostaneme

tak maximéalni feSeni definované na intervalu (—e®" 3;—|—oo). Analogicky lze

zdtivodnit, ze Reseni definované na intervalu (—oo;0) (majici graf ve tfetim

kvadrantu), pro které liI(I)l y(x) = —e° (tj. které je rostouci), muzeme v
z—0—

bodé = = 0 spojit s fesenim definovanym na intervalu (0; ec_%) (majicim graf
ve ¢tvrtém kvadrantu a které je rostouci) (opét pro stejnou konstantu c).

44



Zména oproti predchozimu zdavodnéni bude jediné takova, Ze z poznatku
hI(I)l ly(x)| = e usoudime lirgl y(x) = —e°, protoze y < 0. Dostaneme tak
r—UF r—UF

maximélni fefeni definované na intervalu (—oo; e“3).

Poznamka: Body = = +ec 3 odpovidaji hodnotam y = TFec3 které lezf v
mnoziné 23 + y* = 0, kde si rovnice vynucuje |y/(x)| = +oo.

62) Reéime na mnoziné {(z,y) € R%*z + 2y # 0}. Substituci y = zz,

2z # —=, 9y = z+xz pfevedeme zadanou rovnici po tpravach na tvar x( o
Z21+1)z —2. Rovnici fesfme pro x # 0. Po integraci In(z? + 1) — arctg z =

c—2In|z|, c € R. Pro 2 — 0 se prava strana blizi k +00, tedy na levé strané
2z — 400. Po tpravé a zpétném dosazeni y = xz dostaneme implicitni vztah

In(z? 4+ y*) + arctg £ = ¢, ktery uréuje feSeni pro z € (—oo; —2 %e"’_amg%),

prox € (—2 éec_amtg%%())a prox € (0;2y/fe" 82 2)aprox € (2\/%6‘:_3“@%;4_00),

Pro z — 0 mame arctg ¥ — 2 a tedy y — +e2~ 1 € R\ {0}. Tedy z rovnice
/] y—2x
Yy = z+2y

konstanty c. Vyloucené hodnoty = # +24/ze Lge—arctg odpovidaji hodnotam

y # :F\/m jez lezi na vyloucené primce x 4 2y = 0.

63) Resime pro x # 0. Substituci y = zz, 3y = z + xz’ prevedeme zadanou
rovnici po upravach na tvar xz’ = 1 + z. Stacionarni feSeni z = —1 pro
z € R\ {0}. Pro z # —1 mame ﬁ = 2. Po integraci In |z + 1| = In|z| + ¢,
c € R. Po tipravé z = cxv — 1, ¢ € R. ProtoZe y = 22, dostavame y = cz? — .

Zaver:

— l. Regenf lze tedy navazat v bodé x = 0 pro stejnou hodnotu

y(r) = cx® — x, x € (—00;0) nebo x € (0; +00), c € R

64) Resime na mnozing {(z,y) e R*%x # 0 & £ > 0}. Substituci y = zz
(z > 0), ¥ = z + a2’ prevedeme zadanou rovnici po tupravach na tvar zz’
z(cos(Inz) — 1). Stacionérm’ fegeni 2 = ™ k € Z. Pro z € (e27; 2kt )

) 5! Inz dz
mame iy = . Pointegraci cotg %5* = In|z|+c,c € R (f Z(cos(lnz)—1)

i cosd:j—17 u = Inz). Po tpravé In 3 = k‘ﬂ' + arccotg(c + In|z|). Odtud z =

exp(2k7r + 2arccotg(c + In ]x|)), tedy vy = :Uexp(2k’7r + 2 arccotg(c + In \:U])),
x € (—00;0) nebo z € (0;4+00), c € R, k € Z.

65) Resime na mnoziné {(z,y) € R%z # 0 & z -y > 0}. Substituci
y =xz (z > 0), ¥y = z+ x2’ pfevedeme zadanou rovnici po tpravach na

tvar |z]z’ = /z, neboli Z = £ Po integraci 2y/z = sgn(x)Inl|z| + ¢,

2
c € R, prosgn(z)In|z|+c> 0 & |z]*#"* > e Odtud z = (%) =
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(sgn(z) (5 In|z| + gsgn(a@)))Q, a tedy y = z(In/|z] + £)?, ¢ € R. Zaver:
2
y(r) ==z <ln |z| + g) , € (—e %0) nebo z € (7% +00), ce R

66) Resime na mnoziné {(x,y) € R% |z| > |y|}. Substituci y = 2z (|2| <
1), ¥ = z + z2’ pfevedeme zadanou rovnici po upravach na tvar |z|z’ =
V1 — 22, Stacionarni feeni z = +1 pro x € R. Déle fesime pro z € (—1;1).
Mame \/12:7 = %32 Po integraci arcsinz = sgn(x)In|z| + ¢, ¢ € R, pro
sgn(z)In|z|+c € (—%;3) < |z € (e 2;e "2). Po tpravé z = sin(c+
sgn(z)In|z|), tedy y = zsin(c + sgn(z) In |z|). ReSent lze napojit v bodech
r = texp(—c— §). Zaver:

-, T E (—OO; _ec+g)
y(l’) = xsin(c — 111(—];))7 T € [_ec—&-%, _ec_%)
x, €T e [_ec—%7+oo>
ceRU {—oo}
—, x E (—OO; e—c—g)
y(l') = xsin(c+ 111;1;), T € [6_ —g’ €_C+%)
x’ x € [ 3 +00)
c € RU{+o0}
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