Obecné linearni problémy

Variace konstant

V kapitolach o soustavéich linearnich rovnic a o linearnich rovnicich n-tého
fadu jsme se naudili fesit rovnice (soustavy) s nulovou pravou stranou, resp. s
pravou stranou ve specialnim tvaru. V této kapitole se naucime tesit rovnice
s obecnou pravou stranou.

Uvazujme linearni diferencialni rovnici fadu n, tj.

ao)y™ +ar )y + -+ a, By = f(t). (1)

kde y : (a,b) — R je neznama funkce, a; : (a,b) — R koeficienty rovnice,
ao(t) # 0 pro vSechna x € (a,b) a f : (a,b) — R je prava strana.
Pri znaceni

Lyl =Y )y
k=0
muzeme rovnici (1) prepsat jako
Lyl =1 (2)

Z je v tomto pripadé linearni zobrazeni z V := C"((a,b),R) do W :=
C((a,b),R).

Uvazujme nyni soustavu rovnic, kterou mizeme zapsat ve vektorovém
tvaru (viz kapitola o soustavéch linearnich rovnic)

Y' — AQ)Y = F(t), (3)

kde Y : (a,b) — R™ je neznama funkce, A : (a,b) — R™*™ matice koeficientu
soustavy a F': (a,b) — R"™ prava strana. Pfi znaceni

LY =Y — Az)Y (4)

muzeme rovnici (3) piepsat jako Z[Y]| = F. £ je v tomto piipadé linearni
zobrazeni z V := C'((a, ), R™) do W := C((a, b), R").

V nésledujicim muzeme tedy hovofit o obou tlohadch najednou, f a y
miuze byt nahrazeno F' a Y. Specialni piipad f = 0 je tzv. homogenni iloha

Ly =0. ()
Pripomenme nasledujici vétu:

Véta 1 (Prostor feseni). 1. MnoZina vech feSeni homogenni rovnice (5)
definovanych na intervalu (a,b) tvori vektorovy prostor dimenze n.
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2. Je-li y, Teseni nehomogenni rovnice (2) na (a,b), pak mnoZina vsech
resent rovnice (2) na (a,b) je {y, +y : y je reseni (5) na (a,b)}.

Prvni ¢ast véty 1ika, ze mnozina feSeni homogenni tlohy (5) tvoii linearni
podprostor prostoru V' (je to jadro zobrazeni .£€). Fundamentdlnim systémem
rovnice (2) rozumime libovolnou bazi tohoto podprostoru. Jinymi slovy fun-

damentalni systém je n-tice funkei {yi,...,y,} takovych, Ze obecné feSeni
homogenni tlohy (5) mé tvar
yn(t) = ciya(t) + -+ - + cayn(t) (6)

kde ¢; jsou redlné konstanty. Druha cast véty tika, Ze k nalezeni obecného
feSeni (2) staci uré¢it fundamentalni systém a jedno (pevné zvolené) feSeni
nehomogenni tlohy, tzv. partikuldrni Tesent.

Poznamka. Obecny navod, jak nalézt fundamentélni systém ¢i partikularni
feSeni, neexistuje. Pokud vSak najdeme fundamentalni systém, lze nalézt i
partikularni feSeni ve tvaru

y(t) = (@ t) + - + cnyn(t) (7)

pfi¢emz urceni ¢;(t) se redukuje na feSeni soustavy n linearnich (algebraick-
ych) rovnic a naslednou integraci. Tato metoda se nazyva variace konstant.

Véta 2 (Variace konstant pro rovnice n-tého fadu). Necht {y1,...,v0)} je
fundamentdlni systém rovnice (1). Necht ci(t),...,cn(t) spliugi pro ¥Vt €
(a,b) soustavu (pro prehlednost proménnou x vynechdvdme)

Ayi+ Y+ ...y =0
YL+ Yy + ...y, =0

Gy s T Ly =0

Ay Y Ly = ai
0

Potom funkce (7) je resenim dlohy (1).

Véta 3 (Variace konstant pro soustavy rovnic). Necht {Y1,...,Y,)} je fun-
damentdlni systém soustavy (3). Necht ¢1(t), ..., c,(t) spliiugi pro Vx € (a,b)
soustavu (pro prehlednost proménnou x vynechdvdme)

A+ &YYo+ +Y,=F (9)

Potom funkce Y (t) = c1(1)Y1(t) + - - - 4+ ¢, (t) Ya(t) je Tesenim dlohy (3).
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Pozndmka. Zdiraznéme, ze variace konstant funguje pro obecnou rovnici
typu (1) a (3), tfebaze se obvykle pouzivé jen pro rovnice a soustavy s kon-
stantnimi koeficienty, nebot tam umime efektivné sestrojit fundamentélni
systém.

Poznamka. Na zévér tivodniho textu poznamenejme, ze rovnice n-tého radu
(1) je ,ekvivalentni“ se soustavou rovnic (3), kde

0 1 0 0 0
0 1 0 0
A= - a F(t)=
0 0 0 1 0
—on —“Z;l —“20*2 T f(t)

Ekvivalentni v nasledujicim smyslu: Je-li y feseni (1) a definujeme-li Y'(¢) :=
(y(t),y' (), ...,y (t)), pak Y je feseni (3). A naopak, jestlize Y je fesent
(3), pak prvni soufadnice Y] je feSenim rovnice (1). (Rozmyslete si podrobné)

Piiklad 1. Najdéte partikularni feSeni rovnice 3" +y = 1/ cost.

Resent. Fundamentalni systém je {cost,sint}, tj. partikularni feSen{ hledame
ve tvaru ¢ (t) cos x + co(t) sint. Soustava (9) se zde redukuje na

¢y cost + cysint =0

—dysint + ¢y cost = — .
cost

Vyfesime (Sikovny trik je nasobit prvni rovnici cost, druhou —sint): ¢ =
—sint/ cost, ¢, = 1. Integrace dava

c1(t) =In|cost|, co(t)=t.
Vysledek plati na intevalech nenulovosti cost, tj. ((2k —1)%, (2k + 1)7—5)

Priklad 2. Resme tlohu y” — y = 1—T—tet'

Regend. Fundamentélni systém: {1,e’,e~*}. Partikularni feeni hledame ve
tvaru ¢;(t) + ca(t)e’ 4+ c3(t)e™®. Systém pro ¢ se redukuje na

/ !/t / _—t

¢ tee +ee =0
/t / =t __
o’ —cge =10

t

_ e

che! + che = C

I1+e




Reseni je

! 2t

e -1 e
Cﬁ(t):_l_i_et’ C/2<t>:1/2(1+e) Y Cg(t):]‘/Ql_'_et
Integrace dava
c1(t) = —In(1+ €, co(t) = —1/2 In(1 +€') + 1/2 In(e"),
cs3(t) =1/2e" —1/2 In(1 +¢€').
Priklad 3. Najdéte feSeni nasledujici soustavy rovnic:
S
"= y—22.
Reseni. Resme nejprve homogenni soustavu
A—3 6 0 AN-)
-1 A+2 -1 A+2 )7
tedy z(t) = ce' +d a y(t) = 2/ + 2z = 3ce’ + 2d. Véta 3 nam dava
1t ' e
3c(t 2d'(t —
et +2d(t) = 5
dt)e +d(t)e™ = 0,
odtud c(t) = [ 557dt = In(2+ €'), d(t) = — [ Jomdt = —e' + 2In(2 + €').

Vysledek tedy je:

y(t) = 3ce' +2d+3e'In(2+ ¢') — 2¢" + 4In(2 + €)
2(t) = ce'+d+e'ln(2+e)—e +2In(2+€).



