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kalivodovaa@gmail.com
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Biplot je v současnosti hojně už́ıvaný grafický nástroj mnohorozměrné statistické analýzy. Zobrazuje objekty a proměnné do jednoho grafu.
Často se aplikuje také p̌ri statistické analýze speciálńıch typ̊u dat, tzv. kompozičńıch dat, nesoućıch pouze relativńı informaci (speciálně
procenta, proporce). V tomto p̌ŕıspěvku bude uvedena aplikace standardńıho a kompozičńıho biplotu na data z oblasti lékǎrstv́ı.

STANDARDNÍ BIPLOT

Mějme dánu datovou matici X o n řádćıch a D sloupćıch, kde u každého z n objekt̊u bylo provedeno
D měřeńı. Pro konstrukci biplotu je d̊uležitý singulárńı rozklad matice X pomoćı matic U, D a V:

X = UDVT , (1)

kde U a V jsou ortogonálńı matice. Sloupce matice U se nazývaj́ı skóry (scores), odpov́ıdaj́ıćı sloupce
matice V se nazývaj́ı zátěže (loadings). Matice D tvoř́ı singulárńı hodnoty nacházej́ıćı se na hlavńı
diagonále.

Princip konstrukce biplotu je založen na nahrazeńı matice X pomoćı jej́ı aproximace X(2) s hodnost́ı
rovnou dvěma. Tu voĺıme tak, aby byla optimálńı z hlediska minimalizace součtu čtverc̊u odchylek jej́ıch
prvk̊u od př́ıslušných prvk̊u matice X. Ve vyjádřeńı matice X(2) přitom použijeme pouze prvńı dva
sloupce matice U a prvńı dva sloupce matice V ze singulárńıho rozkladu. Maticově lze tuto skutečnost
zapsat jako

X ≈ X(2) = UDVT = (u1,u2)
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Je zřejmé, že X(2) je opět rozměr̊u n×D. Můžeme ji rozdělit podle metody hlavńıch komponent takto:

X(2) = GHT , (3)

kde

G = (u1,u2)
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, H = (v1,v2)
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pro 0 ≤ c ≤ 1. Řádky matice G pak využijeme v biplotu k zobrazeńı objekt̊u a řádky matice H
k zobrazeńı proměnných.

Grafická interpretace
Ve standardńım biplotu zobrazujeme pozorováńı pomoćı bod̊u (skór̊u) a proměnné pomoćı paprsk̊u

(zátěž́ı) vycházej́ıćıch z počátku. Délky paprsk̊u potom aproximuj́ı směrodatnou odchylku př́ıslušných
proměnných, kosinus úhlu mezi paprsky zobrazuje korelaci těchto proměnných. Vzdálenost mezi body
aproximuje Mahalanobisovu vzdálenost mezi pozorováńımi. Podrobněǰśı interpretace bude uvedena
u praktických př́ıklad̊u.

KOMPOZIČNÍ DATA
Mějme dán v́ıcerozměrný statistický soubor, jehož složky představuj́ı kvantitativně vyjádřené části

celku. Tato data potom označujeme jako kompozičńı (nebo zkráceně kompozice). Data jsou vyjádřena
jako pod́ıly na celku velikosti k (nejčastěji k = 100 nebo k = 1). Formálńı definice zńı následovně:

Definice 1 Sloupcový vektor x = (x1, x2, . . . , xD)T se nazývá D-složková kompozice, jestlǐze
jsou všechny jeho prvky kladná reálná č́ısla nesoućı pouze relativńı informaci.

Informace obsažená v kompozici se změnou měř́ıtka nezměńı. Vycháźıme z faktu, že kompozičńı data
nesou pouze relativńı informaci. Tuto vlastnost požadujeme také od př́ıslušných statistických metod,
které už́ıváme pro analýzu kompozic. Dále požadujeme invarianci v̊uči permutaci, tedy aby se při změně
pořad́ı složek vektoru nezměnily pod́ıly mezi nimi. Posledńı vlastnost́ı je tzv. podkompozičńı soudružnost.
Ta nám ř́ıká, že pod́ıly mezi složkami v podkompozici jsou vždy stejné jako pod́ıly v rámci celé kompozice.
Tedy z celého datového souboru bychom měli obdržet stejné informace o prvćıch nějaké podkompozi-
ce jako při analýze pouze této podkompozice. Ovšem standardńı statistické metody, jako např. analýza
hlavńıch komponent založená na kovarianćıch p̊uvodńıch složek kompozičńıch dat, tuto vlastnost nemaj́ı.
Škála kompozic je relativńı.

Clr transformace
Práce s kompozičńımi daty prob́ıhá na tzv. Aitchisonově geometrii, která se chová analogicky jako euk-

lidovský prostor. Pro možnost práce s kompozičńımi daty př́ımo v euklidovském prostoru byly sestrojeny
tzv. logratio transformace ze simplexu do reálného prostoru. V tomto př́ıspěvku zmı́ńıme pouze jednu
z nich - centrovanou logratio (clr) transformaci. Ta zachovává vzdálenosti mezi daty, ale vede k singulárńı
variančńı matici. Při použit́ı této transformace z̊ustává konstrukce biplotu analogická, změńı se ovšem
jeho interpretace. Bližš́ı podrobnosti zmı́ńıme u př́ıkladu.

Clr transformace vyjádřená po složkách má následuj́ıćı tvar:

clr(x) =

(
ln

x1
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, (5)

kde g(x) =
D

√∏D
i=1 xi znač́ı geometrický pr̊uměr složek kompozice x.

PRAKTICKÉ PŘÍKLADY
Úmrt́ı v d̊usledku nemoci

Datový soubor je převzatý z databáze Eurostatu a jsou v něm zkoumány pod́ıly nemoćı na úmrtnost
v každém z vybraných 24 stát̊u Evropy. Úkolem je zjistit, jaký je vzájemný vztah mezi jednotlivými
státy a také mezi jednotlivými nemocemi. Zjǐstěné skutečnosti budou porovnány na standardńım a kom-
pozičńım biplotu (s užit́ım clr transformace). Pro výpočty byl použit software R.
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Obrázek 1a (vlevo): standardńı biplot , 1b (vpravo): kompozičńı biplot.

Ve standardńım biplotu se nám z pohledu paprsk̊u vytvořily čtyři skupiny. Jednu z nich tvoř́ı poruchy
oběhového systému, ischemická choroba srdečńı a cerebrovaskulárńı nemoci. Jejich paprsky nav́ıc mı́̌ŕı
opačným směrem než ostatńı šipky. Tyto choroby spolu tedy souvisej́ı a naopak se lǐśı od ostatńıch.
Zaj́ımavá je zde nekorelovanost cévńıch chorob se srdečńımi daná ortogonoalitou př́ıslušných paprsk̊u.
Velmi bĺızko k sobě má cukrovka a metabolické poruchy, nebo také nemoci nervového systému a mentálńı
poruchy. Všechny paprsky jsou zhruba stejně dlouhé, takže maj́ı jednotlivé nemoci na celkové uspořádáni
v grafu stejný vliv. V grafu 1a si můžeme také všimnout negativńı korelace mezi nemocemi srdce
a cukrovkou. Naopak kompozičńı biplot se může zdát z hlediska interpretace paprsk̊u trochu nepřehledný,
jejich interpretace je ovšem relevantńı. Došlo zde k diferenciaci vlivu jednotlivých proměnných, jež
je viditelná na r̊uzných délkách paprsk̊u. Nejvýznamněǰśım markerem s nejdeľśı šipkou je proměnná
mentálńı poruchy. Ty tedy značně ovlivňuj́ı celý soubor. Potom zde můžeme pozorovat rozděleńı zbylých
nemoćı do dvou skupin s navzájem stabilńımi pod́ıly v rámci datového souboru. Např́ıklad tu menš́ı
z nich tvoř́ı již dř́ıve zmı́něné poruchy oběhového systému, ischemická choroba srdečńı a cerebrovaskulárńı
nemoci (jejich šipky jsou opět stejně dlouhé).

Z pohledu vzdálenost́ı jednotlivých bod̊u můžeme u obou biplot̊u ř́ıci, že č́ım jsou jednotlivé státy
v grafu bĺıže u sebe, t́ım jsou si podobněǰśı. V obrázku 1a můžeme např́ıklad vidět skupinku stát̊u
Francie (FR), Dánsko (DK) a Španělsko (ES). Daľśı výraznou charakteristikou tohoto biplotu je např.
odlehlé pozorováńı Portugalsko (PT). To má nejvyšš́ı výskyt cukrovky a druhý nejvyšš́ı u metabolických
poruch a zápalu plic. Na druhou stranu má nejnižš́ı př́ıtomnost ischemické choroby srdečńı. Tyto extrémy
zřejmě zp̊usobily jeho odděleńı se od ostatńıch. Toto odlehlé pozorováńı (PT) z̊ustalo zachováno i v kom-
pozičńım biplotu. Přibylo k němu ještě jedno významné - SK. Vychýleńı Slovenska může být zp̊usobeno
velmi ńızkou proporćı u mentálńıch poruch. Tato skutečnost se také projevuje tak, že SK je velmi daleko
od vrcholu paprsku reprezentuj́ıćıho danou chorobu.

Vertikálńı uspořádáńı bod̊u neńı ve standardńım biplotu jasně dáno. Zřetelné je sṕı̌se uspořádáńı
do úhlopř́ıčky (z levého dolńıho rohu) ovlivněné výše zmı́nenými negativně korelovanými nemocemi
srdce a cukrovkou. Vertikálńı rozložeńı v obrázku 1b je dáno výskytem mentálńıch poruch. Při pr̊uběhu
zleva doprava hodnoty klesaj́ı. Horizontálńı uspořádáńı stát̊u v 1b ovlivňuje celá řada nemoćı. Při pos-
tupováńı zdola nahoru postupně roste výskyt zhoubných novotvar̊u, metabolických chorob, cukrovky,
poruch nervového systému, nemoćı dýchaćı soustavy a zápalu plic. Při tomto postupu naopak klesá za-
stoupeńı poruch oběhového systému a ischemické choroby srdečńı. Při přechodu shora dol̊u je postup
opačný.

Při použit́ı kompozičńıho biplotu se nám značně zvýšilo procento vysvětlené variability souboru prvńımi
dvěma hlavńımi komponentami.

Metabolomická data
Druhý datový soubor je tvořen hodnotami naměřenými v rámci výzkumu v Laboratoři dědičných

metabolických poruch Ústavu molekulárńı a translačńı medićıny ve Fakultńı nemocnici Olomouc. Jedná
se o hladiny acylovaných karnitin̊u a aminokyselin u pacient̊u, jež trṕı poruchami souvisej́ıćımi s těmito
látkami. Dále jsou zahrnuty kontrolńı vzorky. Protože byla data srovnávána na základě velkého počtu
proměnných, byly v grafickém výstupu vynechány paprsky reprezentuj́ıćı tyto proměnné a z̊ustanou
zobrazena pouze pozorováńı (pacienti a kontroly) v podobě bod̊u. Ćılem je vyšetřit datovou strukturu,
zejména výskyt shluk̊u.

−0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4

−
0.

6
−

0.
4

−
0.

2
0.

0
0.

2
0.

4

PC 1 (20.50%)

P
C

 2
 (

14
.8

1%
) CC

C
C

C

C C
C

C

C

CC
C

CC

C

CC
C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

CC
C

C

CC

C
C C

C

CC
C

C

CC C
C

C
G10

M12
M13

P16

P17

P18

MM19

I20P28

MM32

MM33

H35

M45

M46

C49

−8 −6 −4 −2 0 2 4

−
8

−
6

−
4

−
2

0
2

4

−3 −2 −1 0 1 2

−
3

−
2

−
1

0
1

2

PC 1 (37.15%)

P
C

 2
 (

15
.0

0%
)

C

C

C
C

C
C

C C
C

CC
C

C

C

C
C

CC

C

C
C

C

C

C

C

C
C

C

C

C

C

C
C

C

C
C

C

C
C

C
C

C

CC
C

C
C

CC

C

G10

M12

M13

P16

P17
P18

MM19

I20

P28

MM32

MM33

H35

M45
M46

C49

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−
1.

5
−

1.
0

−
0.

5
0.

0
0.

5
1.

0

Obrázek 2a (vlevo): skóry standardńıho biplotu pro acylované karnitiny , 2b (vpravo): skóry kom-
pozičńıho biplotu.

Při porovnáńı graf̊u vid́ıme, že při použit́ı kompozičńıch dat se nám soubor lépe rozdělil do skupin.
Shluk kontrolńıch vzork̊u (C) se sice v́ıce rozptýlil. Naopak se ale lépe oddělily dvě zřetelné skupiny
nemoćı. Prvńı tvoř́ı choroby s označeńımi MM a P. Druhá je tvořena pacienty s označeńım M a I. Vzorek
C 49 si zachoval v obou grafech pozici samostatného pozorováńı, v 1b je ale zřetelněǰśı.
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Obrázek 3a (vlevo): skóry standardńıho biplotu pro aminokyseliny , 3b (vpravo): skóry kompozičńıho
biplotu.

Ve standardńım biplotu můžeme pozorovat odděleńı skupiny nemoćı s označeńım M a vytvořeńı
samostatného pozorováńı N37. Tyto vlastnosti se zachovaly i v kompozičńım biplotu. Nav́ıc se vytvořil
ještě shluk chorob s označeńım P (jiné než výše). Skupina kontrolńıch vzork̊u se naopak v́ıce

”
semkla“.
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