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Tento p̌ŕıspěvek z oblasti neparametrických metod analýzy mnohorozměrných dat p̌redstavuje možnost zobecněńı poloprostorové hloubky
bodu, tzv. váženou poloprostorovou hloubku, a zabývá se jej́ımi vlastnostmi v závislosti na volbě váhy v jej́ı definici. Speciálně nás
zaj́ımá nulovost hloubky bod̊u mimo nosič rozděleńı.

POLOPROSTOROVÁ HLOUBKA
A JEJÍ ZOBECNĚNÍ

Jeden z nejd̊uležitěǰśıch neparametrických př́ıstup̊u práce s mnohorozměrnými daty je založen na tzv.
hloubce dat. Jde vlastně o zp̊usob, jak uspořádat prvky v́ıcerozměrného prostoru. Zřejmě nejrozš́ı̌reněǰśı
definici hloubky publikoval v roce 1975 J. Tukey:

Definice: Uvažujme p−rozměrný prostor Rp a bod x ∈ Rp. Nechť P je pravděpodobnostńı mı́ra
na Rp. Poloprostorová hloubka bodu x vzhledem k P je definována vztahem

DP (x) = inf
u:‖u‖=1

P
{

y : uT (y − x) ≥ 0
}

Tedy poloprostorová hloubka bodu x je definována jako minimálńı pravděpodobnost uzavřeného
poloprostoru obsahuj́ıćıho tento bod. Navrhované zobecněńı této definice, tedy vážená poloprostorová
hloubka, mı́sto pravděpodobnosti poloprostoru uvažuje váhovou funkci integrovanou na tomto polopros-
toru podle př́ıslušné pravděpodobnostńı mı́ry.

Definice 2: Uvažujme p−rozměrný prostor Rp a bod x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp.
Nechť P je pravděpodobnostńı mı́ra na Rp.
Buď w+ : Rp → [0,∞) ohraničená, měřitelná váhová funkce, taková, že w+(x) = 0 jestliže xp < 0.
Nechť dále w−(x) = w−(x1, . . . , xp−1, xp) = w+(x1, . . . , xp−1,−xp).
Váženou poloprostorovou hloubku bodu x vzhledem k P definujeme jako

DX(x) = DP (x) = inf
A∈Op

EPw+ (A (X − x))

EPw− (A (X − x))
, (1)

kde Op označuje prostor všech ortogonálńıch p× p matic.
Definujme ještě hodnotu pod́ılu dvou nul 0/0 = 1.

Př́ıklady volby váhové funkce pro dvourozměrný prostor:

•w+(x) = 1 pro x2 ≥ 0, x1 ∈ R,

•w+(x) = 1 pro x2 ≥ 0, |x1| < k,

•w+(x) = 1 pro x2 ≥ 0, |x1| < kx2,

•w+(x) = 1 pro x2 ≥ 0, |x1| < k/x2,

•w+(x) = Φ(x1) pro x2 ≥ 0, x1 ∈ R,

kde k je nezáporná konstanta, Φ(·) distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı N(0, 1). Vždy
w+(x) = 0 pro všechna ostatńı x. Viz schéma vyznačuj́ıćı oblasti, kde je váhová funkce nenulová.
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Schéma: př́ıklady oblast́ı, kde je váhová funkce w+ nenulová.

NULOVOST HLOUBKY V BODECH MIMO NOSIČ
ROZDĚLENÍ
Jednou z přirozených vlastnost́ı, kterou od hloubkové funkce očekáváme, je jej́ı nulovost v bodech lež́ıćıch
mimo konvexńı uzávěr nosiče rozděleńı P . Připomeňme, že nosič rozděleńı P (znač́ıme jej sp(P )) je nej-
menš́ı uzavřená množina s pravděpodobnost́ı 1, tedy

sp(P ) =
⋂
{F ∈ F : P (F ) = 1} ,

kde F je množina všech uzavřených podmnožin Rp. Symbolem csp(P ) pak označujeme uzavřený kon-
vexńı obal nosiče rozděleńı sp(P ). Pro názornost budeme uvažovat dvourozměrný prostor R2, všechny
následuj́ıćı věty však maj́ı jednoduché zobecněńı pro v́ıcerozměrný př́ıpad Rp, kde p ∈ N.

Uvažujme nejprve př́ıpad, kdy nosič rozděleńı je konvexńı. Podmı́nku na váhovou funkci, která je
postačuj́ıćı pro to, aby body mimo nosič tohoto rozděleńı měly nulovou hloubku, formuluje následuj́ıćı
věta:

Věta 1: Nechť sp(P ) je konvexńı. Označme W = {y : w+(y) > 0}.
Předpokládejme, že pro váhovou funkci plat́ı:

∀x : x1 = 0, x2 > 0 ∃ U okoĺı bodu x : U ⊂ W, (2)

potom pro všechny x /∈ sp(P ) plat́ı DP (x) = 0.

D̊ukaz: V d̊ukazu se využije invariance vážené poloprostorové hloubky vzhledem k posunut́ı a otočeńı.
Uvažujme bod x0 /∈ sp(P ). Chceme ukázat, že jeho vážená hloubka bude při splněńı podmı́nky (2)
rovna nule.
Označme xm = arg min {|x− x0| : x ∈ sp(P )}, tedy bod nosiče rozděleńı P nejbližš́ı k bodu x0. Exi-
stence a jednoznačnost tohoto bodu vyplývá z konvexity sp(P ). Dı́ky invarianci hloubky vzhledem
k posunut́ı můžeme búno předpokládat, že x0 = (0, 0), a d́ıky invarianci hloubky vzhledem k otočeńı
můžeme búno předpokládat, že xm = (0, v), kde v = |x− x0|.
Nyńı si stač́ı uvědomit, že pro takovéto otočeńı muśı sp(P ) ⊂ Hv ⊂ H0, kde Hv = {x : x2 ≥ v},
H0 = {x : x2 ≥ 0}. Z předpokladu (2) vyplývá, že existuje Uxm okoĺı bodu xm takové, že Uxm ⊂ W a
tedy Uxm ∩W ∩ sp(P ) 6= ∅, odtud EPw+ (A (X − x0)) > 0.
Z vlastnosti sp(P ) ⊂ Hv ⊂ H0 naopak vyplývá, že EPw− (A (X − x0)) = 0 a tedy DP (x0) = 0.

�

Pro nekonvexńı nosič rozděleńı P je třeba buď předpokládat souvislost sp(P ) nebo ześılit požadavek
na tvar váhové funkce:

Věta 2: Nechť existuje n ∈ N takové, že sp(P ) =
⋃n

i=1 Ki,
kde Ki (i=1,. . . ,n) je souvislá podmnožina R2, přičemž sp(P ) nemá žádný izolovaný bod.
Buď dále mij = min

{
|x− y| : x ∈ Ki, y ∈ Kj

}
, i, j = 1, . . . , n.

Uvažujme m = max1≤i,j≤n mij.
Nechť pro váhovou funkci w+ plat́ı

∀x : |x1| ≤ m/2 ∃ Ux okoĺı x takové, že Ux ⊂ W. (3)

Potom x /∈ csp(P ) ⇒ DP (x) = 0.

Uvědomme si, že pro speciálńı př́ıpad n = 1, tedy situaci, kdy nosič je souvislý nekonvexńı, věta ř́ıká,
že podmı́nka (2) zaručuje, že všechny body mimo konvexńı obal nosiče rozděleńı maj́ı nulovou váženou
poloprostorovou hloubku.

HLOUBKA BODŮ, KTERÉ JSOU V KONVEX. OBALU
NOSIČE ROZDĚLENÍ, ALE MIMO NOSIČ SAMOTNÝ
Snadno se ukáže, že poloprostorová hloubka všech bod̊u v konvexńım obalu nosiče rozděleńı je nenulová
(tedy i v bodech, které se nacházej́ı v konvexńım obalu nosiče rozděleńı, ale mimo nosič samotný). Vážená
poloprostorová hloubka tuto diskutabilńı vlastnost obecně nemá.

Uvažujme např́ıklad rovnoměrné rozděleńı na kruhové výseči vzniklé z kružnice se středem S a
poloměrem r (viz obrázek 1a). Všechny body v konvexńım obalu nosiče rozděleńı (viz obrázek 1b)
maj́ı nenulovou poloprostorovou hloubku. Uvažujme nyńı váženou poloprostorovou hloubku s váhovou
funkćı ve tvaru

w+(x) = 1 pro |x1| < h, x2 ≥ 0

= 0 jinak, (4)

kde h je nějaká kladná konstanta menš́ı než r. Pak oblast bod̊u s nenulovou váženou poloprostorovou
hloubkou je sjednoceńım nosiče rozděleńı a kružnice se středem S a poloměrem h (viz obrázek 1c).

a − nosič  rozdě lení b − konvex. obal nosič e rozdě lení c  − oblast bodů  s nenulovou hloubkou

Obrázek 1: nosič rovnoměrného rozděleńı ve tvaru kruhové výseče (a); konvexńı obal tohoto nosiče je
oblast́ı bod̊u s nenulovou poloprostorovou hloubkou (b); oblast bod̊u s nenulovou váženou polopros-
torovou hloubkou při použit́ı váhové funkce (4), kde h = r/2 (c).

Výše uvedené skutečnosti ilustrujeme pomoćı simulace. Bylo generováno 1000 bod̊u z rovnoměrného
rozděleńı na kruhové výseči (poloměr kruhu r). Srovnáme-li tvar oblast́ı 25, 50, 75 a 100% nejhlub-
š́ıch bod̊u pro poloprostorovou hloubku a váženou poloprostorovou hloubku s váhovou funkćı (4), viz
obrázek 2, odhaĺıme velké rozd́ılnost́ı. Jednou z nejd̊uležitěǰśıch je nulovost hloubky velkého množstv́ı
bod̊u v oblasti, která se nacháźı v konvexńım obalu nosiče rozděleńı, ale mimo nosič samotný, pro váženou
poloprostorovou hloubku.

Poloprostorová hloubka Vážená poloprostorová hloubka

Obrázek 2: Empiricky zjǐstěné oblasti 25, 50, 75 a 100% nejhlubš́ıch bod̊u pro poloprostorovou (vlevo)
a váženou poloprostorovou (vpravo) hloubku. Nosič rozděleńı, ze kterého bylo generováno, je znázorněn
silněǰśı čarou.
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