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zajima nulovost hloubky bodu mimo nosi¢ rozdéleni.

Tento prispévek z oblasti neparametrickych metod analyzy mnohorozmérnych dat predstavuje moznost zobecnéni poloprostorové hloubky
bodu, tzv. vazZenou poloprostorovou hloubku, a zabyva se jejimi vlastnostmi v zavislosti na volbé vahy v jeji definici. Specidlné nas

POLOPROSTORQVA HLOUBKA
A JEJI ZOBECNENTI

Jeden z nejdulezitéjsich neparametrickych pristupu prace s mnohorozmérnymi daty je zalozen na tzv.
hloubce dat. Jde vlastné o zpusob, jak usporadat prvky vicerozmérného prostoru. Zrejmeé nejrozsirenéjsi

definici hloubky publikoval v roce 1975 J. Tukey:

Definice: Uvazujme p—rozmeérny prostor RP a bod & € RP. Necht P je pravdépodobnostni mira
na RP. Poloprostorova hloubka bodu x vzhledem k P je definovana vztahem

Dp(x)= inf P {y ul(y—x) > O}

w:||ul|=1

Tedy poloprostorova hloubka bodu x je definovana jako minimalni pravdépodobnost uzavieného
poloprostoru obsahujicitho tento bod. Navrhované zobecnéni této definice, tedy vazena poloprostorova
hloubka, misto pravdépodobnosti poloprostoru uvazuje vahovou funkei integrovanou na tomto polopros-
toru podle prislusné pravdépodobnostni miry.

Definice 2: Uvazujme p—rozmeérny prostor R” a bod & = (z1,...,zp) € RP.

Necht P je pravdépodobnostni mira na RP.

Bud w4 : RP — [0, 00) ohrani¢end, méfitelnd vahovd funkcee, takova, ze w(x) = 0 jestlize z < 0.
Necht dale w—_(z) = w—_(x1, . .. , Tp—1,Tp) = W(T1,...,Tp_1, —Tp).

Vazenou poloprostorovou hloubku bodu @ vzhledem k P definujeme jako

Dx(@) = Dpl@) = jnf, Ejjjjj Ej g - z;%

kde Oy, oznacuje prostor vsech ortogonalnich p x p matic.
Definujme jesté hodnotu podilu dvou nul 0/0 = 1.

Priklady volby vahové funkce pro dvourozmeérny prostor:
e wy(xr)=1proxy>0,z1 € R,
ew (x)=1proxy >0,z <k,

.w_|_

(x
o wi(x)=1proxy >0, |z < kxog,
(x) =1 proxzg > 0,|x1| < k/x9,
o wi(x)=®(xq) proxy > 0,21 € R,

kde k je nezaporna konstanta, ®(-) distribuéni funkce standardniho normalniho rozdéleni N (0, 1). Vzdy
wi(x) = 0 pro vsechna ostatni . Viz schéma vyznacujici oblasti, kde je vdhova funkce nenulova.

Xx; OR Ix1| < k 1] < kx, IX1| < k/%2

il A

Schéma: priklady oblasti, kde je vahova funkce w4 nenulova.

NULOVOST, HLOUBKY V BODECH MIMO NOSIC
ROZDELENI

Jednou z prirozenych vlastnosti, kterou od hloubkové funkce ocekavame, je jeji nulovost v bodech lezicich
mimo konvexni uzaver nosice rozdéleni P. Pripomenme, ze nosic¢ rozdéleni P (znacime jej sp(P)) je nej-
mensi uzaviena mnozina s pravdépodobnosti 1, tedy

sp(P) = |{F € F:P(F)=1},

kde F je mnozina vsech uzavienych podmnozin RP. Symbolem csp(P) pak oznacujeme uzavieny kon-
vexn{ obal nosiée rozdéleni sp(P). Pro nézornost budeme uvazovat dvourozmérny prostor R?, viechny
nasledujici véty vsak maji jednoduché zobecnéni pro vicerozmeérny pripad R?, kde p € N.

Uvazujme nejprve pripad, kdy nosi¢ rozdéleni je konvexni. Podminku na vahovou funkei, ktera je
postacujici pro to, aby body mimo nosi¢ tohoto rozdéleni mély nulovou hloubku, formuluje nasledujici
veta:

Véta 1: Necht sp(P) je konvexni. Oznacme W = {y : wy(y) > 0}.
Predpokladejme, Ze pro vahovou funkei plati:

Ve : 21 =0,29 > 03 U okoli bodu x : U C W, (2)
potom pro vSechny x ¢ sp(P) plati Dp(x) = 0.

Dukaz: 'V dukazu se vyuzije invariance vazené poloprostorové hloubky vzhledem k posunuti a otoceni.
Uvazujme bod xg ¢ sp(P). Chceme ukazat, ze jeho vazena hloubka bude pri splnéni podminky (2)
rovna nule.
Oznacme @, = argmin {|x — xg| : * € sp(P)}, tedy bod nosice rozdéleni P nejblizsi k bodu xq. Exi-
stence a jednoznacnost tohoto bodu vyplyva z konvexity sp(P). Diky invarianci hloubky vzhledem
k posunuti muzeme buno predpokladat, ze &g = (0,0), a diky invarianci hloubky vzhledem k otoceni
muzeme buno predpokladat, ze @y, = (0,v), kde v = |& — x|
Nyni si staci uvédomit, ze pro takovéto otoceni musi sp(P) C H, C Hy, kde Hy, = {x : 9 > v},
Ho=A{x : 29 > 0}. Z predpokladu (2) vyplyva, ze existuje Uy,  okoli bodu x, takové, ze Uy C W a
tedy Uz, NW Nsp(P) # &, odtud Epw4 (A (X — xp)) > 0.
7 vlastnosti sp(P) C Hy, C Hy naopak vyplyva, ze Epw_ (A (X — xg)) = 0 a tedy Dp(xg) = 0.

[]

Pro nekonvexni{ nosi¢ rozdéleni P je tieba bud predpokladat souvislost sp(P) nebo zesilit pozadavek
na tvar vahové funkce:

Véta 2: Necht existuje n € N takové, ze sp(P) = ;| K,

kde K; (i=1,...n) je souvisld podmnozina R?, pficemz sp(P) nemé zadny izolovany bod.
Bud dale m;; :min{\w—y| x e K,y € KJ-}, 1,7 =1,...,n.

UvaZujme m = MaxX<; j<n My

Necht pro védhovou funkei wy plati

Vo : |z1] < m/2 3 Uy okoli x takové, ze Uy C W. (3)

Potom x ¢ csp(P) = Dp(x) = 0.

Uvédomme si, ze pro specialni pripad n = 1, tedy situaci, kdy nosi¢ je souvisly nekonvexni, véta rika,
ze podminka (2) zarucuje, ze vsechny body mimo konvexni obal nosice rozdéleni maji nulovou vazenou
poloprostorovou hloubku.

HLOUBKA BODU, KTERE JSOU V KONVEX. OBALU
NOSICE ROZDELENI, ALE MIMO NOSIC SAMOTNY

Snadno se ukaze, ze poloprostorova hloubka vsech bodu v konvexnim obalu nosice rozdéleni je nenulova
(tedy i v bodech, které se nachéazeji v konvexnim obalu nosice rozdéleni, ale mimo nosi¢ samotny). Vazena
poloprostorova hloubka tuto diskutabilni vlastnost obecné nema.

Uvazujme napiiklad rovnomeérné rozdéleni na kruhové vyseci vzniklé z kruznice se stfedem S a
polomérem r (viz obrazek la). Vsechny body v konvexnim obalu nosice rozdéleni (viz obrazek 1b)
maji nenulovou poloprostorovou hloubku. Uvazujme nyni vazenou poloprostorovou hloubku s vahovou
funkci ve tvaru

w(x) =1 pro |1 <h, 2920
= (0 jinak, (4)

kde h je néjaka kladna konstanta mensi nez r. Pak oblast bodu s nenulovou vazenou poloprostorovou
hloubkou je sjednocenim nosice rozdéleni a kruznice se sttedem S a polomérem h (viz obrazek 1c).

a — nosi¢ rozdeé leni b — konvex. obal nosic¢ e rozdé leni c - oblast bodd s nenulovou hloubkou

Obrazek 1: nosi¢ rovnomérného rozdéleni ve tvaru kruhové vysece (a); konvexni obal tohoto nosice je
oblasti bodu s nenulovou poloprostorovou hloubkou (b); oblast bodu s nenulovou vazenou polopros-
torovou hloubkou pii pouziti vahové funkce (4), kde h = r/2 (c).

Vyse uvedené skutecnosti ilustrujeme pomoci simulace. Bylo generovano 1000 bodu z rovnomérného
rozdéleni na kruhové vyseci (polomér kruhu 7). Srovname-li tvar oblasti 25, 50, 75 a 100% nejhlub-
sich bodu pro poloprostorovou hloubku a vézenou poloprostorovou hloubku s vahovou funkei (4), viz
bodu v oblasti, ktera se nachazi v konvexnim obalu nosice rozdéleni, ale mimo nosi¢ samotny, pro vazenou
poloprostorovou hloubku.

Poloprostorova hloubka Vazena poloprostorova hloubka

Obrazek 2: Empiricky zjisténé oblasti 25, 50, 75 a 100% nejhlubsich bodu pro poloprostorovou (vlevo)
a vazenou poloprostorovou (vpravo) hloubku. Nosi¢ rozdéleni, ze kterého bylo generovano, je znazornén

Ve /
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