6. soutéZni série — resSeni

1. P(n) =n+3,Q(n) = —(n+2). Odvodi se naprtiklad z toho, ze f(n+2)— f(n+1) =
(n+2) = (n+2)(f(n+1) - f(n)).

2. Chceme najit druhou mocninu vzdalenosti ptlkruZnice kruznice y = v/2 — 2 a vétve
hyperboly y = 9/z, > 0. K tomu stad¢i najit bod hyperboly nejblize k poc¢atku, protoze
pro libovolny bod B vné kruznice je jeho vzdalenost od pocatku o polomér vétsi nez jeho
vzdalenost od kruznice (jemu nejblizsi bod kruznice lezi na spojnici B s poc¢atkem, vSechny
ostatni body kruznice jsou dle trojuhelnikové nerovnosti déle). Vyraz
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nabyva minima pro z = 3 (a toto minimum je 18, tj. hyperbola lezi celd vné kruznice). Sobé
nejblizsi body hyperboly a pulkruznice jsou tedy [3,3] a [1, 1]. Druhd mocnina vzdalenosti
je pak 2% +22 =8,

3. Kazdé kladné celé &islo m lze jednoznaéné napsat ve tvaru m = n? + k, kde n je
prirozené a k € {0,1,...,2n}. Pfedpokladejme pro spor, Ze existuje kladné celé ¢islo, jehoz
posloupnost neobsahuje druhou mocninu. Z téchto cisel si vezméme takové, pro které je
k minimalni. Jisté k £ 0, protoze to by m bylo druhou mocninou. RozliSme dva pfipady.
Pokud 1 < k < n, pak f(m) = n> +k+n (zden+1 < n+k < 2n)a f(f(m) =
fm)+n=n*4+2n+k = (n+1)24(k—1). Cislo f(f(m)) ve své posloupnosti také nemiize
obsahovat druhou mocninu, coz je ale spor s minimalitou k. Pokud je n +1 < k < 2n, pak
fm)=m+n=n>+n+k=mn+1)>+(k—n—1), coz je opét spor s minimalitou k.

4. Jako lemma pouzijeme nekone¢nou Ramseyovu vétu: Pokud kazdé k-prvkové podm-
noziné nekonecné mnoziny A ptifadime jedno z kone¢né mnoha ¢isel, pak existuje nekone¢na
mnozina B C A takova, ze kazdé k-prvkové podmnoziné B je prifazeno stejné cislo.

Pro spor necht na to maji strategii. BUNO je deterministicka. Bud M modra a Z
zelend pulkruznice. Dokazeme indukci, Ze existuje nekonen¢nd mnozina X C Z a 100 — k
bodu Pi,..., Piopo—r € M takové, ze kdyz vybereme libovolnych k boda Q1,...,Qk € Xk
a vyznacime body Pi,..., Pioo—x a Q1,...,Qk, tak Pokus vymaze néjaky dany (vzdy ten
samy) bod z Pxi,..., Pioo—k.

Zakladni krok pro k = 0 je jasny, X, = Z a vezmeme libovolné P, ..., Pigo € M. Déle
indukce z kK na k + 1.

Pro k BUNO vybere vidy Pioo_r. UkaZme, Ze kdy# na tabuli vyznaéime Pi, ..., Pog_x
a libovolnych k£ + 1 boda z Xk, tak musi Pokus vymazat néjaky z bodu Pi,..., Pog_p.
Kdyby totiz vymazal néjaky lezici v X, ztustalo by na tabuli Pi,..., Poo_r a k bodu z
X1 (a Hokus by musel Fict zelend), ale totéz by diky indukénimu pfedpokladu na tabuli
zlstalo, kdybychom vyznadili Pi,..., Pioo—x a téch samych k bodt z X) (a Hokus by
musel Fict modra). Hokus by tedy nemohl poznat barvu, takze Pokus musi vymazat néco
z P1,...,Py_i. Pokud je kK = 99, méme jiz spor, protoze nema co mazat.

Tedy pro kazdych k+1 bodu z X vybere néjaky bod z Py, ..., Pyg_i. Podle nekonecné
Ramseyovy véty tedy existuje nekonecna mnozina X1 C Xi takova, ze pro kazdych k+1
bodid z Xi4+1 vybere ten stejny bod z Pi, ..., Pog—x. Tim je indukéni krok hotov.
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