5. soutézni série — reSeni

1. Dokazujme sporem. Vsechna jablka nemohou byt zelena. Pokud jsou zastoupeny
obé barvy, pak je za nékterym zelenym cervené. Pak jsou ale dalsi t¥i jablka nutné zelena,
pak dalsi musi byt cervené a pak zase tfi zelena, cervené a tak porad dal, coz znamena, zZe
pocet jablek musi byt délitelny ¢tyfmi. To ale 111 neni.

2. Pouze f(z) = ;f7. Bud g(z) = f(z) — 17, ukdzeme g(z) = 0. Dostavame g(x) +
g(az) = 0, takze g(z) = —g(az) = g(a®z). Odtud g(x) = g(a®"z) pro vSechna n, oviem
pokud n — oo, tak a*"x — 0, takze ze spojitosti f (tedy i g) v nule dostavame g(z) = ¢(0),
pak 0 = g(z) + g(az) = 2¢(0), ¢ili g(z) = g(0) = 0.

3. Umistéme body do komplexni roviny: A= -1, B=—i,C=1,D=4Y =1+uz,
W=1+4+ix, R=—-1+4y, T =—1—1iy, kde z,y € C. Pak M = i(xz — y)/2. Chceme ukézat,
7e M B je kolm4 na RY, neboli ze (M — B)/(R—Y) je ryze imaginarni, coz je (je to —i/2).

r

4. Reseni jsou &sla n = 92* , 7 =0,1,2,3. Protoze n | 2", je nutné n = 2% pro
néjaké nezaporné celé k. Podminka n — 1| 2" — 1 dava 28 — 1 | 92" _ 1. Uvédomme si, Ze
NSD(2¢ —1,2° — 1) = oNSD(ab) _ 1 (napiSme si ¢isla ve dvojkové soustavé jako a, resp.
b jedni¢ek a aplikujme Eukleidtv algoritmus). Tedy k | 2%, tj. k = 2™. Tieti podminka
n—2]2" —2dava 22" — 2|22 2, tj. po vydsleni dvema 22" -1 — 1| 22¥ -1 _ 1.
Pouzitim stejného argumentu jako vyse mame 2™ — 1| 22" — 1, tj. m | 2™ a m = 2". Tedy

n =22 . Snadno ovéfime, ze podminka n < 10'°? je splnéna, pravé kdyz r < 3.
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