4. soutézni série — reseni

1. Line4rné-algebraické: Ozna¢me vektory a = 1(B — A), ¢ = 1(C — B). O je tézisté
MNP pravé kdyz (P —O) + (N —O) + (M — O) = 0. Mame dédno M = O — ¢+ Aa,
A € [-1,1]. Hleddme N = O + z(a +¢), P = O + y(c — a), z,y € [0,1]. Tj. fesime
ctAa+z(a+c)+y(c—a) = 0. ProtoZe a a ¢ jsou linedrné nezavislé, dostdvame —1+x+y = 0,
A+ 2 —y =0, coz ma jediné FeSeni x = $(1 — A), y = (1 + A), z,y € [0, 1].

Geometrické: Méjme libovolny bod M na tiseéce AB a M’ bud obraz M ve stejnolehlosti
se stfedem O a koeﬁcientem -3 Bod M " lezi na spojnici stiedu ﬁseéek OC a OD Pak
podle M’ na O'D’. Pak O’ lezi na CD a D’ na spojnici O se stiedem tisecky BC'. Pak tedy
tsecka O'D’ protne tise¢ku OC v pravé jednom bodé, coz je jednoznaéné uréeny bod N,
bod P bude jeho vzor ve oné stiedové soumérnosti se stiedem M’.

2. Je 24 zpusobu, jak krychli do krabice vlozit (6 moznosti, ktera sténa bude nahofe,
a 4 moznosti otoceni podle svislé osy). Dale mame pro kazdou barvu 4 moznosti, jak tam
krychli vlozit, aby ta barva na krychli a na krabici pfiléhala (v protikladu k zadéani). To by
bylo celkem 24 moznosti, aby néjaka barva ptiléhala. Dokazeme vsak, ze asponn dvé z nich
jsou totozné, takze je jich méné nez 24, a tudiz zbyva néjakd moznost, aby zaddna barva
nepriléhala.

Staci tedy dokazat, ze krychli jde vlozit tak, aby soucasné ptiléhaly dvé barvy. Uvazme
jednu barvu. Na krychli i na krabici sousedi se ¢tyfmi dalsimi a nesousedi jenom s jednou,
takze uréité sousedi s nékterou barvou na krychli i na krabici (ve skuteénosti s tfemi). A
kdyz mame na krychli i na krabici stejné sousedni barvy, mizeme vlozit krychli tak, aby
priléhaly obé.

3. Kdyby pro né&jaké z € (0,1) platilo f(z) = z, tak by vyslo f(f(z)) = z, tedy = = 2,
coz je pro x € (0,1) spor. Kdyby pro néjaké =z € (0, ) platilo f(z) = 2?2, tak by vyslo
f(z®) = 2, coz je spor podle piedchoziho (plati totiz 22 € (0,1)).

Pokud by pro né&jaké = € (0,1) platilo f(z) > z, tak uz by to muselo platit pro véechna
z, jinak by podle véty o nabyvani mezihodnoty nékde muselo platit f(a) = a (f(z) i = jsou
totiZ spojité). Potom ale dostavame f(f(z)) > f(z) > = > x? pro viechna z € (0,1), coz
je spor s f(f(x)) = a2

Podobné& pokud by nékde platilo f(z) < 22, tak uz by to platilo viude, takze ale
f(f(x)) < f(z)? < z* < 22, opét spor.

4. Vsimneme si, Ze volbou z, = ny, se rovnice zjednodussi na (n — 2)xn41 = (n2 —
n—1Da, — (n — 1)%2,_1, coz lze prepsat jako (n — 2)(zni1 — o) = (1 — 1)* (20 — Tn_1),
nebo taky

Tn+l — Tn Tn — Tn—1
n—1 == n—2

Oznacme z, = M, pak 23 = 23 —x2 = 3ys — 2y2 = 1 a zpqy1 = (n — 1)zn, tj.

zn = (n—2)L Dale_a:n —Zno1=(n—=2)zn = (n—2)(n—2)! = (n - = (n=2)L. Tj.
vyhovuje 2, = (n—1)!4c a vzhledem k x2 = 2 je ¢ = 1. Odtud yn = Lz, = L((n—1)!4+1).
Dle Wilsonovy véty je yn celé, pravé kdyz je n prvodcislo. Presnéji: Je-li n prvodislo, pak

(n—1)! = =1 (mod n). Pokud n neni prvodéislo, pak n|(n —1)! a tedy nedéli ¢islo o 1 v&tsi.
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