2. soutézni série — reSeni

1. Nerovnost mezi harmonickym a aritmetickym primérem dava
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Po tpravé na kvadratickou nerovnici ziskdme n < 4. Navic pro n = 4 musi nastat v A-H
nerovnosti rovnost, tj. nutné k; = 4, ¢ = 1,2, 3,4. Rozebranim pfipadid n = 1, 2, 3 ziskdme

2. Ne. Funkce  — x> 4+ z je rostouci, tedy prosta, x — —z> — x je klesajici, tedy
prostd. Proto musi byt prosté i f a g (kdyz f(a) = f(b), tak g(f(a)) = g(f(b)) neboli
—a®—a = —b®—b, takze a = b, obodobné pro g). Prosta spojitd funkce musi byt monoténni.
Kdyby vsak byly obé funkce rostouci nebo obé klesajici, byla by funkce g(f(z)) rostouci,
takze by to nemohlo byt —a® — . Kdyby naopak byla jedna rostouci a jedna klesajici, byla
by f(g(z)) klesajici, coz rovnéz nejde.

3. Snadno dokazeme indukci, ze nasledujici posloupnost spliiuje rekurenci i pocatecni
podminky: u, = (n—1)-(n—3)-----3-1pronsudéau, =(n—1)-(n—3)-----4-2
pro n lichd (tento pfedpis lze uhodnout z nékolika prvnich ¢lend). Zbyva dokazat, ze tato
posloupnost je jedinym FeSenim (celoéiselnost je pak evidentni). Dikaz indukei: uo, w1, usz
jsou jednoznac¢né uréena a jsou nenulova. Je-li u, # 0, pak un43 = ui(n' — Un4+1Unt2) j€
jednoznacné urceno, tj. je dano vyse uvedenym piedpisem, tj. také unlg je nenulové).

4. Ozna¢me [; polovinu délky usecky s;. Tedy > l; = /n. Z Cauchy-Schwarzovy ne-

rovnosti plyne
n(38) = (S8 = (D0 =n

tedy Zl? > 1. Nyni vezmeme usecku s; a otocime ji dokola kolem stfedu — tak vznikne
mezikruzi M;, jeho obsah oznac¢me S;. Dale oznatme R;, r; poloméry vnéjsi a vnitini
kruznice M;, pak S; = w(R? — r?). Nejdelsi mozné tsecka v tomto mezikruzi je takova,
ktera se dotyka kruznice s polomérem r; a dosahuje obéma konci na kruznici s polomérem
R; — délka takové tsecky je 2(R? — r?), takze I; < R? — r7. Celkem

ZSiZWZ(R?—T?)ZWZl?Zﬂ.

Protoze je kazda tsecka uvnitf jednotkového kruhu, je kazdé R; < 1, a proto jednotliva
mezikruzi nepokryji cely jednotkovy kruh (a bude k pokryti chybét ¢ast s kladnym ob-
sahem) s obsahem 7. Protoze je ale i soudet obsahi mezikruzi roven 7, musi se néktera
dvé mezikruzi protinat — tato odpovidaji tseckam, které lze protnout jednou kruznici se
stfedem v pocatku.
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