5. soutézni série — reSeni

1. Z kazdého bloku 2 x 2 mohli pokacet nejvyse jeden strom, proto nemohli pokacet
vice nez 2500 stromtii. Naopak pokud by pokéaceli kazdy strom s obéma sourfadnicemi liché
parity, pak z zddného z 2500-ti pafezii nebude vidét jiny. Rozdil soufadnic pafezi (a,b),
(¢,d) musi byt tvaru (¢ — a,d — b) = (2"k,2"1), n € N, k,l € Z, kde alespon jedno z ¢isel
k,1 je liché. Pak strom (a + k, b+ 1) je mezi patezy (a,b), (¢,d) a nebyl pokacen.

2. Z nezapornosti pravé strany plyne p(a) # 0. Dale uvazujme jen ¢isla © € R, kterd
nejsou koteny p. Dtikaz provedeme nepiimo. Necht jsou véechny kofeny p redlné, pak p(z) =

e[l (x — ;). Podle Leibnizova pravidla je p%) ="
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odkud plyne, Ze nesmi existovat &islo a, pro které p”(a)p(a) — p'(a)® > 0.

3. Ano, f je nutné diferencovatelnd v 0. Protoze fg a f/g jsou diferencovatelné, je jejich
souc¢in f? diferencovatelny. Pokud f(0) # 0, pak je f na okoli nuly kladné nebo ziporna a
funkce f = \/f?, resp. f = y/—f? je diferencovatelna (slozeni diferencovatelnych). Pokud
naopak £(0) = 0, je (/g)(0) = 0, a tedy
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tj. f'(0) existuje a je rovna (f/g)’(0)g(0).

4. Pro d > n umime najit protipiiklad - n c¢isel davajicich zbytek 1 modulo d. Pak
zadna podmnozina neni d-dobra. K d = n — 1 také umime najit protiptriklad - jeden prvek
polozime délitelny d a zbylé polozime kongurentni 1 modulo d. Pak jsou jen tii d-dobré
podmnoziny.

Nyni ukézeme, ze d = n — 2 funguje. VSimnéme si, ze pro kazdé d-prvkova mnoznina
mé d-dobrou podmnozinu. To proto, Zze pokud ma tato mnozina prvky zi,x2,...,zq, pak
bud néktery ze souétd x1, x1 + T2, T1 + T2 + X3, ..., T1 + - + x4 je délitelny d (a pak
jsme hotovi), nebo dva z nich davaji stejny zbytek modulo d, tj pro néjaké 0 < k < ¢ < d
jexi+-+rzr=x1+--+x¢ (mod d), éilid| zk+1 + -+ z¢ a mame hotovo.

Oznacme si nasi mnozinu jako S. Pokud ma S dvé disjunktni d-dobré podmnoziny
S1 a S2, pak S3 = S; US> je dalsi takovd mnoZnina. Nyni pokud z1 € S; a x2 € Sa, pak
S\{z1,z2} mé d prvki, ¢ili umime najit jeji d-dobrou podmnozinu Sy. Protoze x1, 2 & S4,
je S4 rizna od dfive nalezenych mnozin.

Nakonec predpokladejme, ze kazdé dvé d-dobré podmnoziny S maji neprazdny prunik.
Necht a,b € S,a # b. Nalezneme d-dobrou S; C S\ {a,b}. Necht z € S;. Pak nalezneme
d-dobrou S> C S\ {z,b}, a ta musi byt rtiznd od Si. Necht y € S>. Pak nalezneme d-dobrou
Sz C S\ {z,y}. Ta zjevné musi byt riznd od S i S2. Nakonec z predpokladu vime, Ze
existuje z € S2 N S3, a nalezneme d-dobrou Sy C S\ {z, z}, ktera zjevné musi byt rizna od
S1,52,53.
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