1. soutézni série — FeSeni

1. Predpokladejme naopak, Ze pro néjakd m > 5 méa 6™ + 1 vSechny dcislice stejné.
Protoze 6™ vizdy kondi ¢islici 6, musi pak desetinny zapis 6™ + 1 sestavat jen z N éislic 7.
Tedy 6" +1 = 7. 205=1 &li 7.10N — 9. 6" = 16. Protoze n > 5, je N > 5. Ale pak
25 | 7-10Y —9.6" = 16, coz je spor.

2. Pokud by existovaly 2 kruznice, z nichz ani jedna nelezi uvniti druhé, pak tyto 2
kruznice maji spolecnou tecnu, coz nelze. Tedy kruznice jsou lineadrné usporadané inkluzi
jimi ohrani¢enych kruhiéi. Prunik téchto uzavienych (kompaktnich) kruht je neprdzdna
uzaviend mnozina (Cantorova véta). Pokud je prinik jednobodovy, pak pfimka prochazejici
timto bodem neni teénd k zddnému z kruhd. Pokud je priunik vicebodovy, pak infimum
poloméri neni nula, prinik mé neprazdny vnitiek a kazda pfimka protinajici tento vnitiek
neni teéné k zddnému z kruha.

3. Odpovéd je 2n—2. Konstrukece: Uvazujme polynom p(z) = M (z"4+1)—(z+- - -+z" 1),
kde M je velké. Pak p(z)? = M?(z*" +22™+1)—2M (z"+1) (" 4+ - -+2)+(z+- - 42" )2
mé zaporné koeficienty u z*, ..., "t ", .. 2?7k

Odhad: Bud p(z) = a,z™ + - - - + ag. Jisté p(x)? ma nezaporné koeficienty u z>" a z°.
Predpokladejme, ze ostatni koeficienty b1, ..., ban—1 jsou zaporné. BUNO a,, > 0. Do-
kazeme indukci, ze an—r <O0prok =1,2,...,n: Plati 0 > ban—x = an@n— +a@n—1an_r+1+
-+ 4+ Ap—kan. Z indukéniho predpokladu jsou vSechny sc¢itance kromé prvniho a posledniho
kladné, tedy a, > 0 implikuje a,—x < 0. Pak ale by = 2apa1 > 0, spor.

4. Ano, existuje. Snadno si v§imneme, Ze pokud A obsahuje interval, pak je f na tomto
intervalu konstantni. Zarovenn mizeme bez Ujmy na obecnosti odebrat z A vSechny aZ na
jeden vzor pro kazdou hodnotu. Tedy potiebujeme zvolit mnozinu A obsahujici nespocetné
mnoho prvki, ale neobsahujici zddny interval, a na ni definovat prostou funkci f s ,,nulovou
derivaci v hromadngch bodech“. Volme A C [0,1] Cantorovo diskontinuum, tj. mnozinu
¢isel tvaru ;2 | ok, kde ax € {0,2}. To je zaroven nespocetné a iidké. Funkci f definujme
prostym piedpisem f (3> 52, %) = > i’y gair- Necht se z,y € A lisi ve trojkovém zapisu
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