7. soutézni série — reSeni
1. Rozlozime na pracialni zlomky

2?+1 1 1 1

3 —x x x+1 -1’

pak snadno zderivujeme na

1 1 1
100! | —— + .
00 ( 2101 + (x+ 1)1 " (= 1)101)

2. Definujme b, = an + (kK —n — 1)an—1. Pak by—1 = ar—1 = ax, stadi tedy dokézat, ze
bk—1 = (k — 1)!. To ale ihned plyne z by = (k — 1) a rekurence b, = (k — n)b,_1, kterou
ovérime:

b = an—an-1+ (k—n)an-1=(k— n)Qan_g + (k—n)an-1
(k=n)(an-1+ (k—(n—=1) — 1)an—2) = (k —n)bp_1.

3. Prvni feSeni vyuziva (zndmou?) nerovnost p < wd, kterd plati pro obvod p a primér
d konvexniho mnohouhelniku. Necht je vektori k. P¥idame vektor w, aby w+3Y v = 0. Pak
vektory sefadime tak, aby ¢astecné soucty Sn, = > .., v; tvofily konvexni mnohotuhelnik
(tj. vzestupné podle orientované odchylky od sméru (1,0)). Pak mame

rd>p=>_[v|+w >> || =m,

tj. d > 1, kde d je vzdalenost dvou vrchold, tedy 1 < d =|>2]" vil.

Druhé feSeni pouziva pravdépodobnostni metodu. Pro ndhodny jednotkovy vektor h
polozme vp =v-h, pokud v-h > 0 a vy, = 0, pokud v-h < 0. Pak ocekdvana hodnota Ev, =
5 fﬂﬁm |v| cos 6df = ‘ L. Pak EY vy =3 FEu, = 1. Tedy existuje jednotkovy vektor h, ze
> v > 1. Polozime U— {fveV:iv-h>0}pak 1< pvn=h-3 ;v <D vl

4. Nejdfiv si néco nabunujeme: Posuneme vSechna s; o —s1, takze bude platit s; = 0.
Podobné t; = 0. Pak vydélime vSechna s; raciondlnim ¢islem sz, aby bylo so = 1. Naopak
v8echna t; jim vynasobime. Tohle ndsobeni a déleni mizeme udélat, nakonec se zahrne do 7.

Méme (s; — s1)(t; — t1) = s;t; € Z. Specidlné plati také sata = to € Z. Sugestivné
oznafme n = to. Dale ma platit (s; —s2)(ti —t2) = (s; —1)(ti—n) = siti+n—(t: +ns;) € Z,
tedy t; + ns; € Z. Dokonce ukdzeme t; € Z,ns; € Z. Kdyby nebylo ns; celé, mélo by (ns;
i samo s;) jmenovatel délitelny néjakym prvocislem. Pak by i ¢; muselo mit jmenovatel
délitelny tymz prvocislem, ale s;t; € Z a to je spor.

Tak dostdvame, Ze po vhodném nabtnovani jsou vSechna t; celd ¢isla (jinymi slovy
maji omezené jmenovatele), ¢imz je zdsadni ¢ast dikazu hotova. Vydélime vSechna ¢; jejich
nejvétsim spolecnym délitelem, aby byla nesoudélnd, a vSechna s; jim vynasobime. Pak
sporem ukaZeme, Ze jsou vSechna s; celd (ve zkratce: podivame se na p-valuaci (s; —s;)(t; —
t;))-

Kdyby néjaké prvocislo p délilo jmenovatel s;, délilo by také t;. Z nesoud€lnosti existuje
t; nedélitelné p. Cislo s; pak nemfize mit jmenovatel délitelny p a z toho plyne, Ze s; — s,
mé jmenovatel délitelny p. Jenze ¢; — ¢; neni délitelné p a (s; — s;)(t; — t;) ma byt celé, coz
je spor.
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