2. sada cviceni
Téma: Homomorfismy, faktorgrupy.

Znalost TeSeni se ovéruje zapoctovym testem 19.10.2026 12:20.

Homomorfismy.

1. Najdéte vsechny homomorfismy
o Zg — L5, L5 — ZLe, Ly — L,
° ZlO — Sg, ZTl — 53,
° ZQXZQ—>Z4,ZQ><ZQ—>53,

2. Najdéte vsechny homomorfismy S3 — C* a S5 — Z,.

3. Najdéte vSsechny homomorfismy Z — Z, Q — Q a spojité homomorfismy R — R. Existuje
néjaky nespojity?

Izomorfismus.

4. Najdéte izomorfismus:
o Ly x Ly ~7§~K,kde K = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} <S4
o GLy(Zs) ~ S3. Ndvod: jak vypadaji linearni operatory na Z3 ?
e RT ~ R. Ndvod: exponencidla.
e C* ~R" xS, kde S je podgrupa komplexnich jednotek v grupé C*. Ndvod: goniometricky
tvar.
e QF ~ Zz], kde Z[z] se bere vzhledem k operaci séitani. Ndvod: prvociselny rozklad.

5. Rozhodnéte, zda

L] Dg >~ Qg ?

[} D12 ~ A4 ?

° D12 ~ Sg X ZQ ?

e Q~QxQ7
6. Rozlozte grupy Zig, Zsy a Z3; na direktni soucin cyklickych grup, tj. napiste konkrétni
direktni soudin, jemuz jsou tyto grupy izomorfni. Ndvod: ¢inska véta o zbytcich a fady prvku.
(7.) Existuje n takové, ze Z} je izomorfni (a) Z7, (b) Zs, (c) Zg ?
8. Dokazte, ze

e kazda Ctyrprvkova grupa je izomorfni grupé Z, nebo Zo X Zs.

e kazda Sestiprvkova grupa je izomorfni grupé Zg nebo S3. Ndvod: Lagrangeova a Cau-

chyova véta.

Vnoreni.

(9.) Kazd4 grupa se da vnofit do néjaké grupy permutaci. Konkrétné, vezmi G — Sg, & — Ay,
kde A\, (y) = xy. Ovéite, Ze to je prosty homomorfismus.

(10.) Grupa S, se da vnotit do grupy G L, (T, pro libovolné téleso T. V piipadé télesa R, resp.
C, to lze dokonce do grupy O, resp. U,. Ndvod: permutacni matice z linearni algebry.

Dusledkem ptedchozich cviceni je, Ze konecna grupa fadu n lze vnofit do grupy GL,(T):

slozte obé vnofeni. Optiméalni velikost matic mize zaleZet na télese. Napriklad Dy, lze vnorfit
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do grupy GL»(R) (dokonce do ortogonalni grupy O3), ale jen do nékterych G Ly (Z,). Zajimavéjsi
je pripad kvaternionové grupy.

(11.) Dokazte, ze predpis

R ¢ 0 R 0 1

o - T -1 o
lze rozsitit do vnofeni Qg — G L2(C). Existuje vnofeni Qg — GLa(R) ?
(12.) Rozhodnéte, zda lze S, vnofit a) do Ap41, b) do Apta.

Normalni podgrupy.

13. Podivejte se na tlohy na svaz podgrup z minulé série. Ve vsech svazech, které jste spocetli,
zakrouzkujte normalni podgrupy. Zvlast podnétna je tato tloha pro grupy Dg, Qg a Aj.

14. Bud G grupa a H jeji podgrupa takova, ze [G : H| = 2. Dokazte, Ze H je normalni.

Faktorgrupy

15. Popiste pomoci 1. véty o izomorfismu, jak vypadaji faktorgrupy R* /Rt R*/{1,—1} a C*/N,
kde N znaci podgrupu cisel s absolutni hodnotou 1.

16. Popiste grupy R/Z a Q/Z.

17. Dokazte, ze C*/C,, ~ C*.

18. Které malé grupé je izomorfni grupa S4/K, kde K je (ta jedind) ¢tyfprvkova (Kleinova)
normalni podgrupa.

19. Popiste vSechny faktorgrupy kvaternionové grupy (s (navazte na tlohu o normalnich pod-
grupéach vyse).

20. Dokazte, ze Dyy, /N ~ Dy,, kde N je podgrupa generovana stfedovou symetrii.

(21.) Dokazte, ze PSLy(Z3) ~ A4. Ndvod: uhodni homomorfismus, t¥eba projektivni zobrazeni
permutuji piimky v Z2. Jing ndvod: jsou to malé grupy, spocti fady prvk.

(22.) Necht N<G abud A, B C G takové, ze N = (A), G/N = (B/N). Dokazte, ze G = (AUB).

Véty o izomorfismu
(23.) Bud M maximalni podgrupa G. Pfedpokladejme, Ze M je normélni. Dokazte, Ze index
[G : M] je kone¢ny a navic prvoéislo. Ndvod: podgrupy ve faktorgrupach.
(24.) Bud N normalni podgrupa kone¢né grupy G. Predpokladejme, ze NSD(|N|, [G : N]) = 1.
Dokazte, ze N je jedind podgrupa fadu |N| v G. Ndvod: uvazuj takovou H a napis si fady grup
v tieti vété o izomorfismu.



