1. sada cviceni
Téma: Podgrupy, generatory.

Znalost reSeni se ovéruje zapoctovym testem 19.10.2026 12:20.

Podgrupy.
1. Tvoii suda ¢isla podgrupu grupy Z, Zis, Z16 ? Tvoii liché ¢isla podgrupu grupy Zjs, Zig ?
2. Tvoii podmnozina (a) {7 : 72 = id}, (b) {n : ©* = id}, podgrupu grupy (i) Ay, (ii) Sy ?

Lagrangeova véta a rozklady.
3. Bud H, K < G takové, ze NSD(|H|,|K|) = 1. Dokazte, ze H N K = 1.

4. Jsou-li H, K podgrupy, musi HK = {hk : h € H,k € K} tvotit podrupu? Co kdyz je aspon
jedna normalni?

(5.) Bud H, K kone¢né podgrupy grupy G. Dokazte, ze |H|- |K| =|HNK|-|HK|, kde HK =
{hk : h € H,k € K}. Navod: pouzijte podobnou metodu jako v dikazu Lagrangeovy véty.

Rdd proku.
6. Popiste prvky konec¢ného fadu v C*. Tvofi podgrupu?

7. Tvori prvky konecného fddu podgrupu? Pokud ano, dokazte. Pokud ne, uvedte protipiiklad
a rozmyslete si stejnou otazku pro abelovské grupy. Ndvod: reflexe v grupé izometrii roviny.

8. Existuje prvek fadu 9, 10, 11, 12 v S 7 V S7 ? Navod: jaky je fad permutace sestavajici z
cykli délek ki, ..., kp 7

9. Spoctéte fad matic ([ ¢) a (&1) v grupé GLa(Zp).
10. Bud G abelovska grupa, kterd neobsahuje prvky ¥adu 2. Cemu je roven soucin ] acq@?

11. Uvazujte pfedchozi otazku pro grupu Zj;, p prvocislo. Pieformulujte odpovéd do jazyka
elementarni teorie ¢isel (fikd se tomu Wilsonova véta).

(12.) Dokazte, ze grupa, kde mé kazdy prvek fad nejvyse 2, je abelovska.

(13.) Uvazujme grupu G a prvek a € G takovy, Ze a”* = 1. Necht n je takové, ze NSD(m,n) = 1.
Dokazte, ze existuje b € G takové, ze a = b".

Generdtory.

14. Spoététe (5, 3)q a obecnsd (£, %)q- Ndvod: Bézout.

15. Jsou grupy Q, Q* kone¢né generované? NapiSte co nejmensi mnozinu generatoru.
16. Dokazte, Ze Z;,, = (a) pravé tehdy, kdyz NSD(a,n) = 1. Ndvod: Bézout.

17. Dokazte, Ze D, je generovana rotaci o 27/n a libovolnou reflexi. Ndvod: Lagrange.

18. Dokazte, ze GLy(Z3) je generovand maticemi (93), ({1). Ndvod: Lagrange.
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19. Dokazte, ze GL,(Q) je generovana vSemi nasledujicimi maticemi, t € Q. Ndvod: Gauss.
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20. Dokazte, ze S, = ((1 2), (13), ....,(1n))=((12), (123...n)). Ndivod: Konjugace.

21. Dokazte, ze A, = ((123), (124), ..., (12n)). Pronlichéjetaké A, = ((123), (123 ...n)).
Navod: Konjugace.

(22.) Dokazte, ze pro p prvocislo je S, = (7, p), kde 7 je libovolna transpozice a p je libovolny
p-cyklus. Uvedte protiptiklad pro p sloZené.

(23.) Bud H vlastni podgrupa grupy G. Dokazte, ze (G~ H) = G.

Svazy podgrup.

24. Spoctéte vSechny podgrupy a zakreslete je jako usporadanou mnozinu (svaz) pro nasledujici
grupy: S3, Dg, Qg, A4. Ndvod: Generdtory a Lagrange.

25. Spoctéte vSechny podgrupy a zakreslete je jako usporadanou mnozinu (svaz) pro nasledujici
grupy: Zia, Z3o, Zi,. Ndvod: Generatory a Bézout. Jiny ndvod: struktura cyklickych grup.

(26.) Pokud si potfebujete pfedchozi problém procvicit, tak jesté tieba Zigo a Z34;.
(27.) Dokazte, Ze je svaz podgrup modulérni. To jest, definujeme-li AV B = (AB)gq, pak pro
kazdé A< B<GaC<Goplati (CVA)NB=(CNB)VA.

Rizné podruzné zajimavosti.

(28.) Dokazte, Ze grupy lze axiomatizovat pouze tfemi podminkami: asociativita, existence le-
vého inverzu, existence pravé jednotky.

(29.) Dokazte, ze asociativni kvazigrupa je grupa. (Kvazigrupou rozumime binarni algebraickou
strukturu, jejiz multiplika¢ni tabulka tvoii latinsky ¢tverec.)



