
NMFM301 – Statistika pro finančńı matematiky

Metoda maximálńı věrohodnosti a momentová metoda.

Teoretické cvičenie #4 | Zimńı semestr 2024/2025

Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z rozdelenia s hustotou fθ(x) (vzhl’adom k Lebesgueovej miere,
alebo vzhl’adom k č́ıtacej miere), ktorá záviśı na neznámom parametri θ ∈ Θ ⊆ R (pŕıpadne na mno-
horozmernom parametri θ ∈ Θ ⊆ Rp, pre nejaké p ∈ N). Vierohodnostná funkcia (funkcia neznámeho
parametru θ ∈ Θ) je definovaná ako

L(θ,X1, . . . , Xn) =

n∏
i=1

fθ(Xi), pre θ ∈ Θ

a v stručnosti sa často označuje aj ako L(θ,X), kde X = (X1, . . . , Xn)
⊤. Logaritmická vierohodnostná

funkcia je potom definovaná ako

l(θ,X1, . . . , Xn) = l(θ,X) = logL(θ,X) =
n∑

i=1

log
(
fθ(Xi)

)
.

Odhad neznámeho parametru θ ∈ Θ pomocou metódy maximálnej vierohodnosti je definovaný ako

θ̂n = Argmaxθ∈Θ l(θ,X)

a za predpokladov podmienok regularity plat́ı, že

√
n(θ̂n − θ)

as∼
n→∞

N(0, I−1(θ)), kde I(θ) =
1

n
E

[
− ∂2

∂θ2
l(θ,X)

]
je tzv. Fisherová informace o parametru θ ∈ Θ, obsiahnutá v jednom porozovańı Xi ∼ fθ(x).

A Př́ıklady na cvičeńı

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f(x|θX) ∈ F = {f(x|θ), θ ∈ Θ}.

A1. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θX > 2 v modelu F , kde

f(x|θX) =
θX

xθX+1
I(1,∞)(x), (Paretovo rozděleńı).

Určete asymptotické rozděleńı θ̃n.

[Použijte vztahy EXi =
θX

θX−1 , varXi =
θX

(θX−1)2(θX−2) .]

A2. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu z předchoźıho př́ıkladu.
Určete asymptotické rozděleńı θ̂n a porovnejte asymptotický rozptyl maximálně věrohodného od-
hadu θ̂n a momentového odhadu θ̃n.

A3. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu F , kde

f(x|θ) = θ

1− θ
x(2θ−1)/(1−θ)I(0,1)(x), θ ∈ (0, 1).

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

A4. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θX v modelu z předchoźıho př́ıkladu. Určete
asymptotické rozděleńı θ̃n a porovnejte asymptotický rozptyl maximálně věrohodného odhadu θ̂n
a momentového odhadu θ̃n.
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B Doplňuj́ıćı př́ıklady (nahrazováńı, procvičováńı)

Z následujúcich pŕıkladov je potrebné samostatne spoč́ıtat’ aspoň tři pŕıklady (podl’a vlastného výberu)
a riešenie zaslat’ emailom na adresu cvičiaceho ([hlavka,maciak]@karlin.mff.cuni.cz), pŕıpadne
doručit’ osobne na začiatku piateho cvičenia.

V nasleduúcich pŕıkladoch obecně předpokládame, že X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı
s hustotou f(x|θX) ∈ F = {f(x|θ), θ ∈ Θ}.

B1. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x; θ) = θ(θ + 1)xθ−1(1− x)1(0,1)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B2. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θX v modelu F , kde

f(x; θ) = θ(θ + 1)xθ−1(1− x)1(0,1)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̃n.

B3. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x; θ) =
2x

θ2
exp

{
−
(x

θ

)2}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B4. Momentovou metodou najděte odhad θ̃n parametru θX v modelu F , kde

f(x; θ) =
2x

θ2
exp

{
−
(x

θ

)2}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̃n.

B5. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x|θ) =
1

√
2πθ

exp
{
−
(x− θ)2

2θ2

}
, θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B6. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x|θ) =
x

θ2
exp

{
−

x2

2θ2

}
I(0,∞)(x), θ > 0 (Rayleighovo rozděleńı).

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

[Použijte vztah EX2
i = 2θ2X .]

B7. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x|θ) =
√

θ

2πx3
exp

{
−
θ(x− 1)2

2x

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B8. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x|θ) =
√

1

πx3
exp

{
−
(x− θ)2

θ2x

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.

B9. Metodou maximálńı věrohodnosti najděte odhad θ̂n parametru θX v modelu

f(x|θ) =
θ

x2
exp

{
−

θ

x

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

Určete asymptotické rozděleńı θ̂n.
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