Kritéria pro absolutni konvergenci

Bud'te a,b € [0, +0¢], @ < b a f rcdlnd funkee definovand na (e, b). Jestlize
(Newtoniiv) integral f; F(z) dx existuje a je konedny, fkdme, Ze integral f;’ flz)dz
konverguje.

Jestlize existuje a je koneény integrdl [ f | f(z)| dx, pak Eikime, Ze pfislusny
integral [ ‘:’ f(z) dz konverguje absolutné.

Jestlize integrdl konverguje absolutné, potom konverguje.

Srovndvaci kritérium. Nechtf —o0 < o < b € +oo a f,g rediné funkce jedné
rediné proménné. Necht f je spojitd v intervalu [a,b), necht |f| < g na (a,b) a
necht konverguje f: g. Pak konverguji také integrdly f; f f: |f]-

Analogické tvrzend plati pro intervaly fvaru (a,b], kde —oo < a < +o0.
Limitni srovndvaci kritérium. Jsou-li funkce f,g spojité o nezdporné v in-
tervale [e,b), kde —oo < a < b < 400, potom plati:

je-li lim M =c, kdece R, c#0, pak
r—

b— g(x

/ : f konverguje, privé kdyZ f; g konverguge.
Analogické turzeni plati pro intervaly tvaru (a,b}, kde —oo < a < +00.!

Kritéria pro neabsolutni konvergenci

Abelovo kritérivm. Nechf —occ < a < b < 400, necht | [a,b) — R je funkce
spojitd na [a,b) a funkce g : [a,b) — R je na (a,b) spofitd a monotdnni.

Pokud navic f: J konverguje a g je omezend v (a,b), pak také konverguje integrdl
I2fe

Dirichletovo kritérium. Necht —oco < a < b < 4o, necht f: [2,8) — R je
funkce spojitd na [a,b) o funkce g : [a,b) = R je na [a,b) spofitd ¢ monotdnni.

Pokud navic f md omezenou primitivnd funkei v {a,b) e limz — bg{z) = 0, pak
také konverguje integrdl f:' fa.

Bolzano—Cauchyova podminka. Dikaz divergence

BC-podminka.
BC-podminka se ndkdy hodi pro dikaz divergence integralu.

!P¥edpoklady lze zeslabit, ale pro praktické pouzivdni ndm to postadi.



Dulezité pfiklady — absolutni konvergence

Na pfiklady fesené zde se budeme v dalsich dlohdch odvolévat. Dobfe je tedy
promyslete, nebot jejich znalost a dobré pochopeni je pro feSeni daldich vloh
esencialni.

Vygetfete konvergenci a absolutni konvergenci integrali!

1
Piiklad 1 f z%de, kde a € R.
G

Ndvod: ProtoZe integrand je nezdporny, sta?{ vySetfovat absolutni konvergenci.

Proa # —1je
a+41
[ odr S I
a+1
primitivn{ funke{ k funkci z* na (0,1), a tedy také zobecnénou primitivni funkefl na
10,1]. Odtud je zfejmé, Ze pro a > —1 integrdl konverguje a pro a < —1 diverguje
{nchot limita zohecnéné primitivni funkee v nule zprava existuje, ale neni konetnd).

Proa=-1je
f 1 dx e
o
primitivoi funkef k funkei % na (0,1),% a tedy také zobeen#nou primitivni funkei na
[0,1]. Odtud je zfejmé, e pro @ = -1 integral diverguje (nebot limita zobecnéné

primitivn{ funkce v mile zprava existuje, ale neni konetna).

Zavér: Konverguje (absolutné) pro a > —1.

+o
Piiklad 2 / zdz, kdea e R
1

Ndvod: Protoge integrand je nezdporny, stati vygetfovat absolutni konvergenci.
Proa# —1je

ma+1

a+1l

primitivnf funkef k funkci £* na {1, +co), a tedy také zobecnénou primitivn{ funkcf.
Odtud je ziejms, ¢ pro ¢ < —1 integrd] konvergnje a pro a > —1 diverguje {nebot!
limita zobecnéné primitivn{ funkce v nekone¢nu existuje, ale neni konetnd).

/ldmglnw
T
1

primitivni funkef k funkei £ na (1,400}, a tedy také zobecnénou primitivn{ funkef.
Odtud je zfejmé, #e pro o = —1 integrdl diverguje (nebof limita zobecnéné primitivai

funkee v nekone&nu existuje, ale neni koneén4).

o
r*de =

Proa=~1je

Zavér: Konverguje (absolutng) pro a < —1.

%) proto nemusime psat ve vysledku absolutni hodnotu



2o Inb 2

+o0 1
Priklad 3 (a)f ——dz, a,beR.
1
+o0 1
(b)f ———dx, a,bER.
2 % ln’ x

Ndvod: Protoze integrand je nezdporny, stadi vySetfovat absolutnf konvergenci.
1. Nechf je nejprve a > 1. Potom existuje € > 0 tak, 2¢ a — e > 1 a plati, Ze
r 1 1 1

zeln’z ~ zof gzelnfz T e

na néjakém intervalu (M, +oc). Konstanta M zdvisi na konkrétnich hodnotdch b, e,
ale existuje vidy nebot

lim lb =0 prokazdée >0abeER,
z—o0 2 |n’ x

a tudiz podle definice limity musf existovat okoli nekone&na, tedy interval (M, +oo)
tak, Ze

1
z¢In®x
Podle srovhdvaciho kritéria tedy v pipadg, Ze ¢ > 1 a b € R oba integraly konverguji
(absolutné).
2. Necht je nyni a < 1. Potom existuje £ > 0 tak, #e a + & < 1 a plati, Zc

1 1_5' 1

zolnl ~ mete Inba T gete

na néjakém intervalu (M, 4-00). Konstanta M’ zdvisi na konkrétnich hodnotéch b, ¢,
alc existuje vZdy nebot

1

relnbz ~

) £
lim —'Lb——-=+oo prokaidé e >0 abeR,
z—os n”
a tudfz podle definice limity musi existovat okoli nekonedna, tedy interval (M’,4oc)
tak, ze

:EE

Pz =
Podle srovndvaciho kritéria tedy v piipadg, Ze ¢ < 1 a b € R oba integrdly diverguji.

3. Nechf o = 1. Pougijeme substituci ¢ = Inz a dostaneme tak ekvivalentni integrdly

oo oo gt

pde = I

1 cln’x 0 t
+o0 +ood

[ e [
2 zln’x n2 t

O prvnim integrélu vime z piedchozich dvou pfikladd, Ze diverguje pro kaZdé b € R.

O druhém integrdlu vime z predchozich dvou piikladd, Ze konverguje pro & > 1 a
diverguje v jiném pifpadé.

Zaver: Integrsl (a) konvergnje (absolutné) pro e > 1, b € B, jinak diverguje. Integrdl
(b} konverguje {absolutnd) pro a > 1, b € R a pro ¢ = 1, b > 1, jinak diverguje.



+ o0
Piiklad 4 (a) f x%e’® da
0
+co
(b) f z%e"™ du
1

Nduvod: ProtoZe intcgrand je kladny, staéi vySetfovat absolutni konvergenci.

P#ipad o = b = 0 je trividini, oba integraly diverguji.
Pro a = 0 a b # 0 plati, Ze
b gl b
do 2 =
f e X b e

a tudiz pro a = 0, b > 0 integraly divergujf a pro @ = 0 a & < 0 integrdly konvergujf.
Nyn{ bychom mohli provést substituci t = %, potom bychom dostali ekvivalentni

integraly
oo o
f x%e’® dz = / In® 57t dt
0 1

+oo +oa
f z%e" dx = [ In® ¢ttt dt
1 €

o kterych vime z ptedchozihio piikladu, ze konverguji (absolutng) pro b—1 < ~1, tedy
pro b < 0 a v piipadé (b) navicprob=0aa < -1.

Ukdzeme jesté postup analogicky postupu v pfedchozim pfikladu.
1. Necht je nejprve b > 0, Potom existuje € > 0 tak, Ze b — & > 0 a platf, Ze

muebm - (muesu:) e(b—e):r: > e(b—:):r:

na néjakém intervalu (M, +oc). Konstanta M zdvisl na konkrétnich hodnotéch b, e,
ale existuje vidy nebot

fim "¢ = +o0 prokazdée > QabeR,
T OO
a tudf# podle definice limity musi existovat okolf nckonedna, tedy interval (M, +o0)
talk, Ze
%" > 1.
Podle srovnévaciho kritéria (viz vysledek pro @ = 0, b >> 0) tedy v pfipadg, Zec e R a
& > 0 oba integrily diverguji.

2, Necht je nyni b < (. Potom existuje £ > 0 tak, Ze b+ £ < 0 a plati, Ze

a
muet;-:u = T e(l:t-|~:)n': < e(b+s):r:
e =

na néjakém intervalu (M’ --co). Konstanta M’ zdvisi na konkrétnich hodnotéch b, e,
ale existuje vidy nebof

e

lim 2 =0 prokazdée>0aack,

z—o0 5T

a tudiz podle definice limity musi existovat okoli nekonefna, tedy interval (M’ 4-00)

tak, #e
(r)
=z <1

eECU



Podle srovnéavaciho kritéria tedy v pifpads, #e o € R a b < 0 oba integrily (absolutn)
konverguji.

3. Pokud b = 0, pak vime z pFedchoziho piikladuy, Ze integral (a) diverguje vidy a
integral (b) konverguje pro a < —1.

CO8 T
e

N Lsinz !
Piiklad 5 (a} Fdw, ack, (d) dr,a eR.
0 0

Upozornéni: chovdnd sinu a kosinu na okoll nuly je podstatngm zpisebem jing!

Névod: Uvddomme si, Ze oba integrandy na (0,1) C (0, #/2) neméni znaménko a sta&i
tedy vySetfovat absolutni konvergenci.

(a) Pouzijemne limitn{ srovnavaci kritérium. Plati, ze

. sinzx
lim —— =1,
=04+ I
a proto plati
sinz
lim & =1
z—0+ ;‘% ’

tudiz plati, Ze intcgrdl (a) konverguje (absolutné), pravé kdy# konverguje integral
1 1
z 1
[zu-[ L
0 ma 0 -Tﬂ_
o kterém vime, #e konverguje {absolutng) pro e — 1 < 1, tudi% pro a < 2.
{(b) PouZijeme limitn{ srovndvaci kritérium. Plati, Ze

. cosT
lim =1,
w01

a proto plat{

lim Z— =1
z—0+ L !

tudiz plati, Ze integrdl (b) konverguje (absolutng), pravé kdyz konverguje integral

1
L dx
o Tt

o kterém vime, Ze konverguje (absolutné) pro a < 1.

Dualezité pfiklady — neabsolutni konvergence

+eo +co
piiklad 6 f 0T a] %ﬁdm, kde a € R.
z° 1 X

-1

A na z&vér trocha tecrie.



Piiklad 7 Absoluini a neabsolutni konvergence

1. Ukazte, Ze pokud f: f konverguje absoluiné e fbc J konverguje absolutné, pok
[ f konverguje absolutné,

2, Ukaste, #e pokud f; f konverguje absoluiné o fbc f konverguje pouze neabso-
lutné, pek f‘: I konverguje pouze neabsolutné.

8. Ukazte, Ze pokud f : f konverguje absolutné a f; g konverguje absoluing, pak
f:( f + g) konverguje absolutné.

4. Ukaite, e pokud [ : f konverguje absoluiné ¢ [ f g konverguje pouze neabso-
lutné, pak f:( f + g) konverguje pouze neabsoluing,

5. Turzeni (2} a (4) zobecnéte na soudet koneéné mnohe obsolutné konver-
gentnich o jednoho neabsoluiné konvergentntho integrdlu.

6. M&me dva pouze neabsolutné komvergenind integrdly f: Faflf Musiin
tegrdl [ : f konvergovat? Mife konvergovat absolutné?
7. Mé&ime dva neabsolutné komvergentnd integrdly fab fa f:g. Mus{ integrdl
i) : (f + g) konvergovat? MiZe konvergovat absolutné?

Névod: 1. Tvrzeni plyne pffmo z aditivity integralu vii&i oboru.

2. Neabsolutni konvergence plyne z aditivity integrdlu vi&i oboru integrace. "Soutet”
nemiize konvergovat absolutné, nebot bud nemé |f| na (b, ¢) zobecnénou primitivai
funkei, anebo je f;|f| = +eo a potom

ftflz[|f|=+oo

3. Plyne z ptimo lincarity integralu.
4. Analogicky jako ve 2, pfiéem? pro nekoneény pifpad pousijte odhad |F+gl = |gl-1fI-
5. Ponechédno Gtenafi.

6. Konvergence plyne z aditivity integrélu viigi oboru. Absolutné konvergovat nemuZe,
ukéze se to analogicky jako v ppadé 2.

7. Konvergence plyne z linearity integrdlu. Absolutni konvergence je moZné, poloite
a=1,b=-+coa f= "‘:”,g=—f. Pak f -+ g = 0 identicky.




Konvergence uréitého integralu 4,

Zavér je, ¥e integril ze zadani konverguje, pravé kdyZ o < —1neboa >1. N

§27. Ufiteénym kritériem pro neabsolutni konvergenci integrélu je Dirichletovo
kritérium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b), kaZdd (ekvivalentné né-
jakd) primitivnt funkce k f je omezend na (a,b), funkce g je monotdnni na [, b)
a wl_igl_ g(z) = 0. Pak f;) fq konverguje. Analogické turzeni plati pro intervaly typu

(a,b].

Piiklad Integral flm €32 dx pro a > 0 konverguje.
Reseni. Funkce f(z) = cosz mé omezenou primitivni funkei sin z, funkce g(z) =
1/22 je klesajici a mé v +oo limitu 0. Navic jsou obé funkce spojité na [1,00), &
tedy integrél konverguje dle Dirichletova kritéria. [ |

Poznamenejme, #e tento piiklad bychom mohli feSit pomoci metody per partes
jako v §26. To neni nahoda, Dirichletovo kritérium pro pfipad, kdy g ma spojitou
derivaci, lze pomoci metody per partes dokézat.

Priklad Integrdl [~ |%2Z| dz konverguje, pravé kdyZ a > 1.
Reseni. Konvergence pro a > 1 byla dokdzéna v §24, divergence pro « < 0 plyne

z piikladu v §23 a z toho, Ze absolutni konvergence implikuje konvergenci (viz §24).
Necht « € (0,1]. Plati

sin:]:| > sinx _ l—cos2zx

r® | Z pe T dx®

Ptitom [ 2% divergujea f™ 0222 4z konverguje podle Dirichletova kritéria (funk-

ce 2 je klesaiici a mé v oo imitu 0, funkee cos 2z ma omezenou primitivni funkei).
Je xlesa) p

A tedy fl 1‘5%2‘“ dz diverguje (viz §22). Podle srovnavaciho kritéria pivodni

integral diverguje. [ |

Piiklad Zjistdte, zda konverguje integral f,° —SRf_ da.
Resens. Funkce sinz mé omezenou primitivni funkci, a tak miZeme zkusit pou-
#{t Dirichletovo kritérium. Funkce ;@%m mé limitu 0, ale neni monoténni (jest
(z + 2sinz)’ = 1 + 2cosz, a tato derivace pravidelnd méni znaménko). TakZe Di-
richletovo kritérium pouZit nelze. Vime viak, Ze konverguje f;o % dz a mtiZeme
zkusit pouZit postfehu z §22. Tedy nas integral konverguje, pravé kdyz konverguje

integral f;o (m _fiznsfnm — 5“;;’“) dz. Upravime-li integrand, vyjde f;o ﬁls%j dz

. ] 2 ‘. . ] O e
Tento integral srovname s konvergentnim integralem [;° 9% Je totiZ
2

. . z 25
| - 2 sin? x| <2 a lim SAEre T ® m+15m z) — 9.
T—r00 3:'—2'
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Metody Feeni vybranych Gloh z matematické analyzy

§22. Integral soudtu. Obéas se hodi nésledujici jednoduché pozorovani.
Necht f,g jsoqi spojité na (a,b) a f;g konverguje. Pak f: f konverguje, prdvé
kdy# konverguje [ (f + g).

Pfiklad Konverguje integral fol I=sing qg 7

Reseni. Integral fol 82 4z konverguje (viz §20), zatimco fol 1 dz diverguje dle
prikladu v pfedchozim paragrafu. Proto podle uvedeného tvrzeni nas integral di-
verguje. [ |

Dalsi, mén& trivialni, pfipady pouZiti pozorovani z tohoto paragrafu v kombinaci
s jinymi kritérii jsou uvedeny dale.

§23. Bolzano-Cauchyova podminka. Nasledujici véta dava nutnou a po-
statujici podminku pro konvergenci integralu. Je pfeformulaci Bolzano-Cauchyovy
podminky pro existenci vlastni limity primitivni funkee.

Nechf funkce f je spojitd na intervalu [a, b). Pak integrdl f; f konverguje, prdvé
kdyz pro kazdé € > 0 ezistuje b € (a,b) takové, Ze pro kaZdé dva body x1,x2 spliugict
V <z < a9 < b plati | fff f| < e. Analogické tvrzend plat{ pro interval typu {a,b].

Piiklad Jeli >0, integral [ z®sinz dz diverguje.

Redeni. Pouzijeme Bolzano-Cauchyovu podminku. Je-li & > 1 celé éislo, plati

(k4-1)m
/ z%sinz dzx
k

T

ki
> (km')“f sinzdz = 2(kn)* > 27%.
0

Zvolme nyni ¢ = 7. Pro kaZdé b’ < oo existuje k > 1 celé tak, Ze k= > b'. PoloZme
zy = km a 22 = (k 4+ 1)m. Pak dle uvedeného vypoétu je ‘f;f z%sinzdz| > €.

Integral proto diverguje. [ |
§24. Srovnavaci kritérium je obsaZeno v nasledujici vété.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu (a,b) a pro kadé z € (a,b) plati
|7 (z)| € g(z). Pokud f; g konverguje, pak f: f konverguje téz. (A tedy, diverguje-li
b . b
[, £, diverguje i fa g.)
Disledkem je nasledujici tvrzeni.

Necht f je funkce spojitd na (a,b). Pokud f: f konverguje absolutné, pak i
konverguje.

Piiklad Pokuda>1,pak [ S22 dz konverguje (dokonce absolutng).

x(}:
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Konvergence uréitého integralu 4,

Regent. Plati totiz |£82| < -L a integrdl f;° S22 pro a > 1 konverguje (viz §21).

za
Proto podle srovnavaciho kritéria floo S;%| dx konverguje. Tedy i pvodni integral
konverguje {dokonce absolutné). [

Piiklad Integral [, %2 4y diverguje.

Xomd : Ty £ tg 1 : A oo
Refeni. Pro z € (1,00) je totiz ¥<E% > 382 = 7 > 0 a integral i Edz

diverguje. [ ]

§25.  Uzitednou variantou srovnavaciho kritéria je limitni srovnavaci krité-
rium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b) (kde —co < a < b < +00),
funkce g necht je kladnd na [a,b).

(i) Pokud limita 1'11};1 % je vlastni a f: g konverguje, pak f: f také konverguje
z—b—

{(dokonce absolutné).
(1) Pokud limita lir? ;J(% je vlastni a nenulovd, pak f; f konverguje, prdvé
rz—b—

kdyZ konverguje f; g
Analogickd turzend plati pro interval typu (a,b).

Piiklad Zjistdte, pro které hodnoty a € R konverguje fow/ % gin® z dz.

Redeni. Funkce f(z) = sin® z a g(z) = = jsou spojité a kladné na (e, ] = (0, 7/2]
a plati
sin®

lim
x—0+ %

=1,

tedy integral ze zaddni konverguje, pravé kdyz konverguje f(;r /2y dz. Ten oviem
konverguje pravé pro o > —1. To milZeme ovéfit pfimym vypocétem. Plyne to téZ z
prvniho pfikladu v §21 s pouZitim faktu, Ze ff/ >z dw konverguje dle §20.

Z4ver je, Ze integril konverguje pravé pro a > —1. [ |

oy - .o d
Pfiklad Zjistéte, zda konverguje f, Wie—rrd
Redeni. Integrand je spojity na (0, 7] a plati
1 .
lim Y282 = im 4/ ——— =2,
z—0+ = z—0+ ¥ 1 —cosz

Tedy vySetfovany integral konverguje, pravé kdyZ konverguje f(;" %. Ten ovSem
diverguje, tudiz diverguje i ptvodni integral. [ |

Pfiklad Prokteré hodnoty o, 3 € R konverguje f0+°° x®arctgl zdx ?
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