Zakladni definice a poznatky z teorie Ciselnych fad

Necht a,, je ¢iselnd posloupnost. Ozna¢me

00 N N
S=> a, (fada), Sy =) ap (Castetny soucet),  Saps= D |anl.
n=1 n=1 n=1

Definice:
e PiSseme S = limy_,o Sy, jestlize prava strana ma smysl.
« Rada S konverguje (K), jestlize limy_ o, Sy existuje vlastni.
« Rada S konverguje absolutné (AK), jestlize fada S,ps konverguje.
« Rada S diverguje (D), jestlize nekonverguje.

« Rada S konverguje neabsolutné (NAK), jestlize S konverguje, ale Syps diver-
guje.

e Rada S diverguje do +oo, jestlize limy_ o Sy = F00.

« Rada S osciluje, jestlize limita limy_, o, SN neexistuje.

Zakladni poznatky:
o Absolutné konvergujici fady konverguji (AK — K).

« Rady s nezépornymi ¢leny (a, > 0) nikdy neosciluji (diky monotonii ¢asteénych
souctl) a pojmy konvergence a absolutni konvergence pro né splyvaji.

e Pro libovolné ng € N fada S konverguje, prave kdyz

) )
> o= Yo
n=1

n=ng+1
konverguje. (Tedy konvergence neni nikterak ovlivnéna hodnotou prvnich ng ¢lent.)
e Plati tzv. nutnd podminka konvergence: Jestlize S konverguje, pak a, — 0.

Dobra strategie pro vysetrovani konvergence je tato: Nejprve si rozmyslime, zda-li je spl-
néna nutnd podminka konvergence (pokud a, /4 0, okamzité¢ vime, ze fada diverguje).
Poté zkusime vysettit absolutni konvergenci (pomoci srovnévaciho, podilového, odmocni-
nového, kondenzacniho ¢i integralniho kritéria). Pokud fada konverguje absolutné, nebo
pokud je fada nezdpornd, jsme hotovi. V opacéném pripadé zkusime pouzit Abelovo ¢i
Dirichletovo kritérium, abychom zjistili, zda-li fada konverguje alespon neabsolutné.



Kritéria konvergence

1) Srovnavaci
Necht 0 < a,, < b,, pro vsechna n dosti velka. Pak

oo o0 o0 e.¢]
Ybp K= > a, K & > ay D= > b, D.
n=1 n=1 n=1

n=1

2) Limitné srovnavaci

Necht a,, b, jsou nezdpornéd pro vsechna n dosti velka. Je-li
a oo o

lim - < 400, otom b, K = an K,
; p nz_:l n > an

n—o00
n n=1

o o

. an

nh_)néo—>0, potom zzlbn D = Zan D.
n=

n n=1

: Nejcastéji srovndvame s Tadou Y n~P, kterd konverguje, prdave kdyz p > 1.

3) Podilové a odmocninové

Necht a,, jsou nezadporna pro vsechna n dosti velka a ¢ je dano jednou z definic:

g= lim 2 (Podilové)
n—oo  q,
nebo
¢= lim yan. (Odmocninové)
Pak plati:

oo [o.¢]
q<1:>2an K & q>1:>2an D.

n=1 n=1
.' Pro q =1 jsou tato kritéria nerozhodnd (Tada mize konvergovat i divergovat).

.' Tato kritéria funguji na principu srovndni s geometrickou Tadou s kvocientem
q a jsou do znacné miry ekvivalentni. Vypocet q ddvd v obou pripadech stejny vysle-
dek, paklize prislusné limity existuji. (MiZe se vsak stdt, Ze lim, oo /a, existuje, ale
limy, 00 @nt1/an nikoliv.)



4) Cauchyho kondenzaéni

Necht a,, jsou nezdporna a nerostouci pro n dosti velka. Pak plati
o0 o0
doan K <= ) 2% K
n=1 n=1

: Toto kritérium miZe zjednodusit Tady, ve kterych se vyskytuji logaritmy, vyuZijeme-
lt identity log 2™ = nlog 2.
: Kondenzacni kritérium prevddi tadu > n~P na radu geometrickou s kvocientem

g=2'""r,

5) Integralni

Necht a,, = f(n) pro vsechna n dosti velkd, kde f je nerostouci, nezdporna a spojita
funkce na [1, 00). Potom plati

nzzzlan K<:>/1 f(z)dz K.

6) Pro fady typu > a,b,

Je-li splnén jeden z nasledujicich predpokladi

(0.)
an \ 0, E b, m4 omezené Cistecné soucty, (Dirichetovo)
n=1
nebo
o0
a, je monoténni a omezend, E b, K, (Abelovo)
n=1

pak rada > ;> anb, konverguje.

.' Specidlnim pripadem Dirichletova kritéria je b, = (—1)", coZ je tzv. Leibnizovo

kritérium. Soucet tady Leibnizova typu md stejné znaménko jako pruni clen a cdstecné
soucty tvori posloupnost stridave hornich a dolnich odhadii.
inT

: Je dobré si pamatovat, Ze pro x ¢ 2nZ maji rady Y- ", > cosnz, Y sinnz ome-

zené castecné soucty.

.' V nekterych situacich potrebuji pouzit tato kritéria vicendasobné. Napriklad rTada
ol m‘w konverguje, neb nejprve 7 <" konverguje (Dirichlet) a posloupnost

arctan n je monotonni. Tedy lze aplikovat Abelovo kritérium.



Teorie mocninnych rad

Komplexni mocninné fada se stredem zg € C s koeficienty ¢, € C je fada tvaru
o0
S(2) =) enlz —20)",
n=0

kterou vysetiujeme vzhledem k parametru z € C. Pro mocninnou fadu vzdy existuje
pravé jedno ¢islo R € [0, 00| (polomér konvergence) takové, Ze pro |z — 29| < R fada
konverguje absolutné a pro |z — zg| > R diverguje. Polomér konvergence muzu spocitat
7€ VZOrce

1 ) N
R lim sup {/|cy|

(s konvenci - = 0). Na kruznici |z — 29| = R nemam o konvergenci apriori zidnou
informaci a musim tak pouzit konvergenéni kritéria.

: Polomér konvergence mizu alternativne spocitat ze vzorce

Cn+1
Cn

9

pokud pravd strana md smysl.
: Nékdy ale neni potreba polomér konvergence pocitat vibec! Napriklad vsimnu-li si,
Ze rada
[e.@]
Z cos dn LAnt1
n

n=1

se stredem v bodé nula konverguje neabsolutné pro z = 1, plyne odtud, Ze R = 1 (nebot
k neabsolutni konvergenci nemize dojit ani vvnitr ani vné poloméru konvergence).

Néasledujici dvé véty jsou velmi intuitivni. Je ale tfeba mit na paméti, Ze pro jiné nez
mocninné fady obecné neplati!

1) Derivovani ¢len po ¢lenu uvnité poloméru konvergence

Mocninné fady >20° o cn(2—20)", 3202 1 nen(2—20)" ! majf totozny polomér konvergence
R a plati:

d oo oo

— cn(z—20)" | = nen(z — 20)" Y, V|z — 20| < R.

& (S ar) = S nnte—sor, vis- 2

: Specidlné md uvnitr polomeéru konvergence funkce S(z) spojité derivace viech rddu.



2) Abelova véta (specialni pFipad)
Necht komplexni mocninné rada S ma stied 0. Jestlize S konverguje v bodé Z, pak plati:

5(2) = lim S(t2).

Scitani rad

V hrstce pripadti lze nejen dokazat konvergenci rady, ale i vyjadrit jeji soucet v "uzavie-
ném tvaru", nebo alesporl najit ekvivalentni vyjadieni (tfeba v integralnim tvaru).

1) Teleskopické fady

Necht p € N, b, — 0. Analyzou ¢dstecnych soucti lze snadno nahlédnout, ze

[e.9]

D (bn = busp) = Zb

n=1

Priklad:

i Sy (bl
— n n+3) = 2 3 6

TL
3 n=1

2) Scéitani s vyuzitim teorie mocninnych fad
Pomoci véty o derivovani mocninnych fad ¢len po ¢lenu lze seéist nékteré rfady typu
i Pn) .,
CnQ
= Q(n)
kde « je cislo, P, @ jsou polynomy s raciondlnimi kofeny a ¢, jsou koeficienty znamé

Taylorovy fady (tfeba funkci (1 + z)7P, expz, In(1 + z), sinz, atp.). Pokud je a na
hranici kruhu konvergence, aplikuji Abelovu vétu. Priklady:
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_ {:UL; _ 5 (pk. R=1>1/5)

s 1 00 24

§(n+2)(2n+1);=f(1), kde f(”“"):%(nm)(znﬂ)!' (pk. R=00>1)
2n+3
_22 —21‘281nhx, f(0)=o0.
! 5
- Z (n+2)(2n+1) / 2ofsinhadr = = —4 4~ +e.



