ODR jedné proménné: prehled zakladnich metod

1) Separace proménnych

Metoda pouzitelna pro ODR ve tvaru:

y' = f(z)g(y). (1)

Pro kazdy korfen A\ funkce g ziskdme okamzité konstantni feseni y = A. Dalsi Feseni
ziskame formalni dpravou:

dy _ T ﬂ: ) dz ﬂ: z) dz
= Jwet) = o=@ ar = [ o= [ f)de

Spocitame primitivni funkce a dostaneme implicitni rovnici pro x, y. Tu se pokusime
vyTesit vzhledem k y. Pti integraci nesmime zapomenout na aditivni konstantu C', ktera
ve vysledku vystupuje jako parametr. Reseni ovéifme zkouskou. Nakonec je tieba pro-
vést diskuzi, zda-li 1ze jednotliva feseni lepit. K tomu dochézi, kdyz nekonstantni reseni
konverguje ke koreni funkce g v koneéném "case".

Par tipu:
o Je uzitecné nakreslit si napted obrazek, na kterém znézornime, kdy nabyva prava

strana f(x)g(y) kladnych, zapornych, resp. nulovych hodnot. Tak zjistime, kde
bude Teseni rist, klesat resp. bude nabyvat staciondrnich bodt.

o Specidlni pfipad ¥’ = f(y) je tzv. autonomni rovnice jedné proménné. VSechna
feSeni této rovnice museji byt vzdy monoténni.

e Pri reseni Cauchyovy tlohy mizeme pouzit urcité integraly
Y dn /x
—~=[ f(§d¢
/yo 9n)  Jay
a ziskdme rovnou feseni splnujici y(xg) = yo.

2) Homogenni rovnice

Nazyvame tak ODR ve tvaru:

y’:F<y+b). (2)

T+ a

Resfme substituci y + z := (y +b)/(z + a), jez vede na rovnici
F(z)—z

z+a

(z4+a)i +z2=F(z) = 2 =

kterou umime vytesit separaci proménnych. Nakonec provedeme zpétnou substituci.



3) Integracni faktor

Metoda pouzitelnd pro ODR ve tvaru:
y' + f(z)y = g(2). (3)

Resfme vyndsobenim integraénim faktorem v = ef(*), kde F je libovolnd primitivni
funkce k f:

vy’+ﬂly=vg = (w'=v = vyz/vgdm-

/

Y

Je-li H primitivni funkce ke g, obecné feseni lze psat ve tvaru

H(z)+C
T) = —~d——.
¥() V()
4) Bernoulliova rovnice
Nazyvame tak ODR ve tvaru:
Y+ f@y=g@)y®, a#l (4)

Resime vydélenim y© a néslednou substituci z := y'~, ktera vede na rovnici

Z/

St @)z = gla).

Doresime s pouzitim integra¢niho faktoru. Pozor, pro a > 0 je feSenim také konstantni
funkce y = 0. Muze dochédzet k lepeni s timto resenim!

5) Homogenni linearni rovnice n-tého fadu

s konstantnimi koeficienty je ODR ve tvaru:
n

> ary™ =0, (5)

k=0
kde aj, € R jsou konstanty, a,, # 0. Zde stac¢i najit vSechny komplexni kofeny polynomu

n
p(A) = Z ap\F.
k=0

Za kazdy redlny koren A nasobnosti m ziskdme m linedrné nezavislych reseni:

2 m—1
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Za kazdy par neredlnych komplexné sdruzenych kofenu A = a+ i, A = a — (i s
nasobnosti m obdrzime 2m linearné nezavislych reseni:

_7;2 wm—l
e** cos Bz, e** cos Bz, e**cosfBxr—, ..., e**cosfr—mc;
2 (m—1)!
SL‘Q xm—l
e sin Sz, e sin Bz, e*sinfr —, ..., e*sinfr—m;
2 (m—1)!

Protoze p ma pravé n korenitl vCetné nasobnosti, ziskdme dohromady n-tici linearné
nezavislych feseni wy, ..., w, (tzv. fundamentalni systém). Obecné feseni ma tvar

y(x) = Crwy(z),
k=1
pro libovolnou kombinaci konstant Ci,...,C, € R.

6) Nehomogenni linearni rovnice n-tého fadu

s konstantnimi koeficienty je ODR ve tvaru:
k=0

kde a; € R jsou konstanty, a, # 0 a kde f = f(z) je zadand funkce. Zname-li jedno
libovolné Teseni této rovnice y, (partikularni feseni), pak obecné feSeni lze psat ve tvaru

y(x) = yp(2) + Y Crwi(z),
k=1

kde Cy,...,C, € R a kde wy,...,w, je fundamentdlni systém prislusné homogenni
rovnice (5). Pro nalezeni partikularniho feseni muzeme pouzit jeden z téchto t¥i postupi:

e« Nahodné tipovani. Nejrychlejsi metoda, pokud mame dobrou intuici.
e Metoda neurcitych koeficienti. Pokud f lze napsat v nasledujicim tvaru
f(x) = € (qu () cos Bz + g (x) sin ),
kde g1, g2 jsou polynomy stupné nejvyse s, pak partikuldrni feseni hleddme ve tvaru
yp(x) = 2™ (r1(z) cos Sz + ra(x) sin fx),

kde m je ndsobnost A = a + (i jakozto korene charakteristického polynomu p (m
miuze byt 0) a r1, 72 jsou polynomy stupné nejvyse s.

e Specialni substituce. Alternativné k predeslému si mizeme prosté pamatovat,
ze pro polynomidlni pravou stranu hleddme polynomialni feseni. V pripadé, kdy
se na pravé strané vyskytuje exp, cos nebo sin, mohu zjednodusit pomoci téchto
substituci (druhy a tfeti fadek funguji za predpokladu, ze 8, f, aj jsou reélné):



rovnice pied substituce rovnici po
P(ap)y = f(@)e y=e"2(x) | p(gp +a)z= f(@)
p(g)y = f(x) cos(Ba) | y = Re(e™2(x)) | p( +1B)z = ()
P(gz)y = f(2)sin(Bz) | y = Tm(e"2(x)) | p(; +iB)z = f(x)

e Variace konstant. To je metoda pracnd, ale univerzalni. Nejprve je tieba vytesit
linearni soustavu rovnic:

wy wa Wy, Ci 0
wh wh wh, Cs 0
wgan) §n72) wgn72) 41_1 0
U}En_l) én—l) w%n—l) 07/1 %

Poté k funkcim Cf,...CJ spoéitdme primitivni funkce Ci,...C,. Vysledkem je
partikularni reseni

Yp = Zn: Cr(x)wg(x).
k=1

7) Eulerova ODR

je Casto vyskytujici se typ linedrni rovnice s nekonstantnimi koeficienty:
n
S aaty® = f(z), @ >0
k=0

kde aj € R jsou konstanty, a, # 0 a kde f = f(z) je zadana funkce. Substituci
2(t) = y(e')

prevedeme na linedrni rovnici s konstantnimi koeficienty

p(5)z = 76,

s charakteristickym polynomem
i A
p(A) = aik! <k>’
k=0
kterou umime tesit. Nakonec provedeme zpétnou substituci
y(zx) = z(Inz).

Ve specidlnim pripadé f = 0 a kdy p ma n redlnych jednonasobnych korent jsou resenim
linearni kombinace funkei z*, kde X je kofen p.



