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3.2 Cyklotomické polynomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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6.7 Řetězové zlomky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.8 Pellova rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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7.12 Kvadratické zbytky a Legendreovy symboly . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Úvod

Toto je pracovńı verze skript k přednášce Teorie č́ısel.

Jejich ćılem je být poměrně minimalistickým shrnut́ım probrané látky, jež bĺızce koṕıruje
pr̊uběh přednášek a nezahrnuje téměř žádné rozšǐruj́ıćı informace.
Materiál v těchto skriptech a jeho prezentace neńı v̊ubec p̊uvodńı: jeho většina je založená
na skriptech Aleše Drápala [Dr]. 2. kapitola primárně vycháźı ze skript Zuzany Masákové
a Edity Pelantové [MP]; sekce 3.3 pak z textu Martina Klazara.

Za sepsáńı prvńı verze skript děkuju Martinu Žuravovi; za upozorňováńı na chyby a
překlepy děkuju student̊um, kteř́ı přednášku se mnou absolvovali (zejména v koronavi-
rovém letńım semestru 2019/20, ale pak taky 2021/22). Př́ıklady do 6. kapitoly připravila
Žaneta Semanǐsinová (s využit́ım př́ıklad̊u od dř́ıvěǰśıch cvič́ıćıch, zejména Martina Čecha
a Martina Žurava). Řadu daľśıch úprav a vylepšeńı navrhl David Stanovský podle svého
kurzu v roce 2020/21. Martin Raška pak podle roku 2021/22 doplnil 7. kapitolu s řešeńımi
některých cvičeńı. I přes naši snahu v současné verzi nepochybně obsahuj́ı řadu chyb,
překlep̊u a nejasnost́ı, takže uv́ıtám jakékoli komentáře a návrhy na zlepšeńı.

[Dr] Aleš Drápal, Teorie č́ısel a RSA
http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼drapal/teorie cisel.pdf

[Kl] Martin Klazar, Analytic and Combinatorial Number Theory, summer term 2017
https://kam.mff.cuni.cz/∼klazar/anktc17.pdf

[MP] Zuzana Masáková, Edita Pelantová, Teorie č́ısel, skripta pro FJFI ČVUT

Posledńı změny
2023. Martin Raška doplnil 7. kapitolu.
2022. Poměrně výrazná restrukturalizace a doplněńı podle návrh̊u Davida Stanovského.
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Motivace

O co jde v teorii č́ısel? Hlavńımi tématy, kterými se budeme zabývat, jsou celá č́ısla,
dělitelnost, prvoč́ısla a tak dále. Uvid́ıme např́ıklad, že funkce π(x), která označuje počet
prvoč́ısel menš́ıch nebo rovných nějakému reálnému č́ıslu x, je rovna zhruba x

log x
. My

brzo dokážeme, že c1
x

log x
≤ π(x) ≤ c2

x
log x

pro nějaká c1, c2 > 0.

Pod́ıváme se také na následuj́ıćı tvrzeńı, které však nebudeme dokazovat v úplné obec-
nosti: V každé aritmetické posloupnosti ax + b (pro nesoudělná a, b) existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel.

Základńım nástrojem pro nás budou kongruence a poč́ıtáńı v Zn. Jak vypadaj́ı inverti-
bilńı prvky v Zn?
Eulerova věta ř́ıká, že aφ(n) ≡ 1 (mod n). Výpočet φ(n) záviśı na prvoč́ıselném roz-
kladu n, proto nás bude také zaj́ımat testováńı, jestli je n prvoč́ıslo. Jelikož je faktori-
zace výpočetně náročná, je možné využ́ıt úvahy z teorie č́ısel např́ıklad v kryptografii
(konkrétně např. RSA).

Také se budeme věnovat diofantickým rovnićım. Velká Fermatova věta ř́ıká, že xn +
yn = zn nemá řešeńı pro x, y, z ∈ N, n ≥ 3. To pochopitelně nedokážeme, ale vyřeš́ıme
např́ıklad x2 + y2 = z2 nebo x2 + 1 = y3 pomoćı poč́ıtańı v Gaussových celých č́ıslech
Z[i] (v́ıce oproti Algebře).
Budeme dále řešit kvadratické kongruence x2 ≡ a (mod p), což vede k zákonu kvadratické

reciprocity, který dokážeme pomoćı poč́ıtańı v Z
[
e

2πi
n

]
.

Jak dobře jde dané č́ıslo aproximovat pomoćı racionálńıch č́ısel? Např́ıklad π je přibližně
rovno 355

113
= 3, 1415929 . . . Ukážeme, že řetězové zlomky dávaj́ı takovéto dobré aproxi-

mace.

Mimochodem, č́ıslo 6789012 . . . 901 . . . 0 . . . 0 . . . 1 je prvoč́ıslo, které si můžeme pamatovat
jako 600001 (nebo i jako 641).
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1. Počet prvoč́ısel

Existence prvoč́ısel se týkaj́ı dvě kĺıčové těžké věty:

Věta 1.1 (Prvoč́ıselná věta). Bud’ π(x) = počet prvoč́ısel ≤ x (pro x ∈ R+). Pak

lim
x→∞

π(x)
x

log x

= 1,

kde log je přirozený logaritmus.

Zhruba řečeno, pravděpodobnost jevu, že náhodné celé č́ıslo n je prvoč́ıslo, je přibližně

1

log n
=

1

log 10 · log10 n
∼ 1

2, 3 · počet cifer n
.

Věta 1.2 (Dirichletova věta o aritmetické posloupnosti). Mějme a ∈ N, b ∈ Z, (a, b) = 1.
Pak existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru ax+ b, x ∈ N.

Oba d̊ukazy z 19. stolet́ı využ́ıvaj́ı komplexńı analýzu. Dá se ale poměrně elementárně
dokázat:

• Existuj́ı c1, c2 > 0 taková, že pro všechna dostatečně velká x plat́ı

c1
x

log x
< π(x) < c2

x

log x
.

• Bertrand̊uv postulát: pro každé přirozené č́ıslo n ≥ 2 existuje prvoč́ıslo p takové, že
n < p < 2n.

• Pro každé přirozené č́ıslo a existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p tvaru ax+ 1.

Prvńı dvě tvrzeńı si dokážeme v této úvodńı kapitole.
Třet́ı tvrzeńı, což je speciálńı př́ıpad Dirichletovy věty, si později dokážeme pomoćı cyk-
lotomických polynomů.

1.1 Čebyšev̊uv horńı odhad

Začněme nejjednodušš́ım z odhad̊u počtu prvoč́ısel, a sice že

π(n) < c · n

log n
pro nějaké c > 1.

Odhadneme
∏

p≤n p pomoćı kombinačńıch č́ısel a z toho pak odhadneme π(n).
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8 KAPITOLA 1. POČET PRVOČÍSEL

Lemma 1.3. Pro k ∈ Z, k ≥ 0, máme

22k

2k + 1
≤
(
2k

k

)
a také

(
2k + 1

k

)
≤ 22k.

D̊ukaz.
(
2k
k

)
je největš́ı z kombinačńıch č́ısel

(
2k
i

)
pro 0 ≤ i ≤ 2k (cvičeńı). Tedy

22k = (1 + 1)2k =

(
2k

0

)
+

(
2k

1

)
+ · · ·+

(
2k

2k

)
≤ (2k + 1) ·

(
2k

k

)
.

Pro druhou nerovnost máme

2 ·
(
2k + 1

k

)
=

(
2k + 1

k

)
+

(
2k + 1

k + 1

)
≤ 22k+1.

Tvrzeńı 1.4 (Čebyšev). Pro n ∈ N máme∏
p≤n

p < 4n.

D̊ukaz. Dokážeme druhou nerovnost, tu prvńı pak dostaneme zlogaritmováńım.
Pro n = 1, 2 je tvrzeńı zřejmé. At’ ted’ n > 2, budeme dokazovat indukćı.
a) Plat́ı-li tvrzeńı pro n = 2k + 1 liché, pak plat́ı i pro n + 1 = 2k + 2, protože 2k + 2
neńı prvoč́ıslo, takže se levá strana nezvětš́ı.
b) At’ ted’ n = 2k a nerovnost plat́ı pro n a všechna menš́ı č́ısla; chceme nerovnost pro
2k + 1.
Rozdělme

∏
p≤2k+1 p na součin přes p ≤ k + 1 (pro který použijeme IP) a přes k + 2 ≤

p ≤ 2k + 1.
Máme

(
2k+1
k

)
= (2k+1)!

k!(k+1)!
a tedy každé p, které splňuje k + 2 ≤ p ≤ 2k + 1, děĺı čitatel v

prvńı mocnině a neděĺı jmenovatel. Tedy p |
(
2k+1
k

)
a také( ∏

k+2≤p≤2k+1

p

) ∣∣ (2k + 1

k

)
1.3

≤ 22k = 4k.

Máme tedy ∏
p≤2k+1

p =
∏

p≤k+1

p
∏

k+2≤p≤2k+1

p
IP
< 4k+1 · 4k = 42k+1.

Věta 1.5. Existuje konstanta c > 1 taková, že π(n) < c · n
logn

(pro n ≥ 2).

D̊ukaz. Máme

n log 4
1.4
>
∑
p≤n

log p ≥
∑

√
n<p≤n

log p ≥
∑

√
n<p≤n

log
√
n ≥ 1

2

(
π(n)−

√
n
)
· log n,

kde posledńı nerovnost plat́ı proto, že počet sč́ıtanc̊u na jej́ı levé straně je menš́ı nebo
rovna počtu prvoč́ısel ≤ n mı́nus počtu všech č́ısel ≤

√
n.

Tedy
π(n) · log n ≤ 2n log 4 +

√
n · log n < (2 log 4 + c′)n.

Zde jsme ve druhé nerovnosti využili toho, že máme
√
n · log n = o(n), čili existuje

konstanta c′ taková, že
√
n · log n < c′n.



1.2. VALUACE 9

Konkrétně např. plat́ı
√
n · log n < 2

e
· n pro n ≥ 2. Tedy

π(n) · log n < n ·
(
2 log 4 +

2

e

)
a můžeme vźıt c = 2 log 4 + 2

e
≈ 3, 54.

1.2 Valuace

Jedńım ze základńıch nástroj̊u v teorii č́ısel jsou valuace.

Definice. Bud’ p prvoč́ıslo a n ∈ Z. Pak vp(n) znač́ı největš́ı j ≥ 0 takové, že pj | n; jde
o p-valuaci č́ısla n. Zároveň definujeme vp(0) := ∞.

Např́ıklad tedy máme, že n =
∏

pvp(n) pro každé n ∈ N. Jedná se sice formálně o ne-
konečný součin, ale pokud p ∤ n, pak vp(n) = 0 a př́ıslušný součinitel pvp(n) = p0 = 1
můžeme ignorovat.

Cvičeńı. Základńı vlastnosti valuaćı jsou (pro prvoč́ıslo p a m,n ∈ Z)
• multiplikativita: vp(mn) = vp(m) + vp(n),

• trojúhelńıková nerovnost: vp(m+ n) ≥ min(vp(m), vp(n)).

Pro zbytek kapitoly označme
(
2n
n

)
=
∏

pvp prvoč́ıselný rozklad, čili vp = vp
(
2n
n

)
.

Zřejmě máme vp = 0 pro všechna p > 2n.

Lemma 1.6. pvp ≤ 2n pro všechna prvoč́ısla p.

D̊ukaz. Máme

vp = vp

(
2n

n

)
= vp

(
(2n)!

(n!)2

)
= vp((2n)!)− 2vp(n!).

Dále si všimněme, že

vp(k!) =
∑
j≥1

⌊
k

pj

⌋
.

Je to proto, že přesně
⌊
k
p

⌋
z č́ısel 1, 2, . . . , k je dělitelných p, a tedy každé z nich přispěje 1

do exponentu p v prvoč́ıselném rozkladu. Dále
⌊

k
p2

⌋
z těchto č́ısel je dokonce dělitelných p2

(a proto přispěj́ı daľśı 1 do exponentu p), atd. s postupným uvažováńım č́ısel dělitelných
p3, p4, . . .
Dosazeńım do vzorečku pro vp dostáváme

vp = vp((2n)!)− 2vp(n!) =
∑
j≥1

(⌊
2n

pj

⌋
− 2

⌊
n

pj

⌋)
.

Zde si uvědomme, že stač́ı uvažovat indexy j ≤ logp(2n), protože pro větš́ı j máme

pj > 2n, a tedy
⌊
2n
pj

⌋
= 0 =

⌊
n
pj

⌋
.

Cvičeńı. Pro každé n,m plat́ı
⌊
2n
m

⌋
− 2

⌊
n
m

⌋
= 0, 1.

Pomoćı tohoto snadného cvičeńı už dokonč́ıme d̊ukaz: vp je součtem nejvýše logp(2n)
sč́ıtanc̊u, z nichž každý je roven 0 nebo 1. Tedy vp ≤ logp(2n), jak jsme chtěli.
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1.3 Dolńı odhad a Bertrand̊uv postulát

Věta 1.7. Existuj́ı c, n0 > 0 taková, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı π(n) > c n
logn

.

D̊ukaz. Vzhledem k tomu, že π(2n−1) = π(2n), stač́ı větu dokázat pro sudá č́ısla. Pomoćı
lemmat 1.3 a 1.6 odhadneme

22n

2n+ 1

1.3

≤
(
2n

n

)
=
∏

pvp ≤ (2n)π(2n),

kde posledńı nerovnost plat́ı proto, že pokud p |
(
2n
n

)
, pak zřejmě p ≤ 2n, a tedy počet

prvoč́ısel p v prvoč́ıselném rozkladu je nejvýše π(2n). Pro každé z nich pak použijeme
lemma 1.6.
Čili 22n ≤ (2n+ 1) · (2n)π(2n) a po zlogaritmováńı

2n log 2 ≤ log(2n+ 1) + π(2n) log(2n).

Z této nerovnosti dostaneme odhad

π(2n) ≥ 2n log 2

log(2n)
− log(2n+ 1)

log(2n)
> c

2n

log(2n)

pro vhodné c, nebot’ log(2n+ 1) = o(2n).

Poznámka: z posledńı nerovnosti je vidět, že lze zvolit c = log 2 − ε pro libovolné ε > 0
(č́ım menš́ı, t́ım větš́ı bude n0).

Věta 1.8 (Bertrand̊uv postulát). Pro každé přirozené č́ıslo n ≥ 2 existuje prvoč́ıslo p
takové, že n < p < 2n.

D̊ukaz. Pro spor uvažujme n, pro které neexistuje prvoč́ıslo p splňuj́ıćı n < p < 2n.
Opět označme

(
2n
n

)
=
∏

pvp prvoč́ıselný rozklad. Z dř́ıvěǰśıho pozorováńı v́ıme, že vp = 0
pro všechna p > 2n. Z předpokladu plyne, mezi n a 2n žádné prvoč́ıslo neńı.
Dále si všimněme, že vp = 0 pro všechna 2n/3 < p ≤ n, protože taková prvoč́ısla se

vyskytuj́ı právě jednou v čitateli i jmenovateli zlomku
(
2n
n

)
= (2n)···(n+1)

n···1 . A nakonec si

všimněme, že vp ≤ 1 pro všechna p >
√
2n, protože pvp ≤ 2n podle lemmatu 1.6.

Použit́ım lemmatu 1.3 a těchto pozorováńı dostaneme odhad

22n

2n+ 1
≤
(
2n

n

)
≤
∏

p≤
√
2n

pvp ·
∏

√
2n<p≤2n/3

p < (2n)
√
2n · 42n/3,

přičemž pro odhad prvńıho součinu jsme opět použili pvp ≤ 2n a pro odhad druhého
součinu jsme použili Čebyševovu nerovnost.
Pro n ≥ 18 lze pokračovat v odhadech

22n ≤ (2n+ 1) · (2n)
√
2n · 42n/3 < (2n)

√
2n+2 · 42n/3 ≤ (2n)

4
3
·
√
2n · 42n/3.

Druhá a třet́ı nerovnost plyne z následuj́ıćıch úvah: k+ 1 < k2 pro všechna k ≥ 2, a dále
l + 2 ≤ 4

3
l pro všechna l ≥ 6.

Po zlogaritmováńı dostaneme

2n log 2 <
4

3

(√
2n log(2n) + n log 2

)
,
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lineárńı člen převedeme vlevo, vyděĺıme
√
n a dostaneme nerovnost

√
n log 2 < 2

√
2 log(2n).

Obě strany jsou rostoućı posloupnosti, ovšem levá strana roste mnohem rychleji a již pro
n = 210 nerovnost neplat́ı.
Závěr tedy je, že pokud pro č́ıslo n neplat́ı Bertrand̊uv postulát, pak n < 210. Ovšem po-
sloupnost prvoč́ısel 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259 prokazuje, že pro malá n Ber-
trand̊uv postulát plat́ı, spor.



2. Řetězové zlomky

2.1 Pellova rovnice

Spousta motivace pro teorii č́ısel pocháźı ze snahy řešit diofantické rovnice (např. velká
Fermatova věta).

Pellova rovnice: rovnice x2 −my2 = 1, kde m je dané přirozené č́ıslo, které neńı čtverec.
Vždy má řešeńı (±1, 0), které se nazývá triviálńı.

Všimněme si, že na znaménkách č́ısel x, y nezálež́ı, často tedy budeme búno předpokládat,
že jsou obě č́ısla kladná.

Kdyby m = d2, pak 1 = x2−d2y2 = (x−dy)(x+dy), takže x±dy = ±1. Odtud 2x = ±2,
takže x = ±1. Pak y = 0, což dává pouze triviálńı řešeńı.

Někdy se Pellova rovnice definuje i lehce obecněji, např́ıklad s −1 nebo ±4 napravo.

Brahmagupta (cca. 600 n.l.):
”
Za matematika se může považovat ten, kdo umı́ vyřešit

x2 − 29y2 = 1.“ (řešeńı je (9801, 1820))
Fermat vyzval svého kamaráda k řešeńı pro m = 61: (1766319049, 226153980).

K řešeńı se využ́ıvá podobná myšlenka jako výše: rozklad (x −
√
my)(x +

√
my) = 1 v

okruhu Z [
√
m] = {a+ b

√
m | a, b ∈ Z}.

Pozorováńı. Pokud jsou (x1, y1), (x2, y2) řešeńı, pak také (x3, y3) je řešeńı, kde

x3 + y3
√
m = (x1 + y1

√
m)(x2 + y2

√
m).

D̊ukaz. Máme x3 − y3
√
m = (x1 − y1

√
m)(x2 − y2

√
m), a tedy

x2
3 − y23m = (x1 + y1

√
m)(x2 + y2

√
m)(x1 − y1

√
m)(x2 − y2

√
m) = 1.

Všechna řešeńı tedy tvoř́ı grupu: neutrálńı prvek je (1, 0), inverzńı prvek k (x, y) je (x,−y).

Tvrzeńı 2.1. Bud’ m ∈ N takové, že m neńı čtverec. Předpokládejme, že Pellova rovnice
x2 −my2 = 1 má alespoň jedno netriviálńı řešeńı. Pak existuje řešeńı (a0, b0) takové, že{

(a, b) | a+ b
√
m = ±(a0 + b0

√
m)n, n ∈ Z

}
jsou právě všechna řešeńı.

Rovnou poznamenejme, že netriviálńı řešeńı existuje vždy, jak si dokážeme ve větě 2.3.

Často budeme ř́ıkat, že a+ b
√
m je řešeńı Pellovy rovnice, když dvojice (a, b) je řešeńım.

12
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D̊ukaz. 1. Bud’ (a′, b′) netriviálńı řešeńı, búno a′ > 0, b′ > 0. Položme

a0 + b0
√
m := min{a+ b

√
m řešeńı Pellovy rovnice | a, b > 0}.

Označme tuto množinu M . Proč minimum z množiny M existuje?
Množina M je neprázdná, nebot’ obsahuje prvek a′ + b′

√
m.

Všimněme si, že pokud a1 + b1
√
m, a2 + b2

√
m ∈ M , pak

a1 < a2 ⇔ a21 < a22 ⇔ 1 +mb21 < 1 +mb22 ⇔ b21 < b22 ⇔ b1 < b2.

Bud’ a0+ b0
√
m ∈ M takový, že a0 je nejmenš́ı možné (to existuje, nebot’ a0 ∈ N). Pak je

také b0 nejmenš́ı možné. Odtud a0 + b0
√
m je také nejmenš́ı prvek M , a proto minimum

existuje.

2. Pozorováńı dává, že ±(a0 + b0
√
m)n je řešeńı pro každé n ∈ Z: pro n > 0 je to

v pořádku. Dále máme a0 − b0
√
m = (a0 + b0

√
m)−1, čili pro pro n = −k < 0 je

(a0 + b0
√
m)−k = (a0 − b0

√
m)k.

3. Vezměme nyńı řešeńı c+ d
√
m, búno c, d > 0.

Máme a0 + b0
√
m ≥ 1 +

√
m > 1, a tedy posloupnost (a0 + b0

√
m)n má limitu ∞ pro

n → ∞.
Proto existuje n ∈ N0 takové, že (a0 + b0

√
m)n ≤ c + d

√
m < (a0 + b0

√
m)n+1. Pak

(a0 + b0
√
m)−n(c+ d

√
m) = (a0 − b0

√
m)n(c+ d

√
m) je také řešeńı a máme

1 ≤ x+ y
√
m = (a0 + b0

√
m)−n(c+ d

√
m) < a0 + b0

√
m.

Cvičeńı. Bud’ x+ y
√
m řešeńı. Pak x+ y

√
m > 1 ⇔ x > 0 a y > 0.

Tedy kdyby x + y
√
m > 1, pak x + y

√
m ∈ M , což je spor s minimalitou a0 + b0

√
m.

Takže x+ y
√
m = 1, což dává c+ d

√
m = (a0 + b0

√
m)n.

(a0, b0), resp. a0 + b0
√
m se nazývá minimálńı řešeńı Pellovy rovnice. Např.

3 + 2
√
2, 2 +

√
3, . . . , 649 + 180

√
13, . . . , 1766319049 + 226153980

√
61, . . .

2.2 Aproximace reálných č́ısel

Potřebujeme dokázat předpoklad z tvrzeńı 2.1 o existenci nějakého netriviálńıho řešeńı.
Myšlenka: x2 −my2 = 1 ⇒ x2 = my2 + 1 ⇒ x2

y2
= m+ 1

y2
, proto přibližně plat́ı x

y
≈

√
m.

Hledáme tedy zlomky, které dobře aproximuj́ı
√
m.

Bud’ α ∈ R a uvažujme zlomky · · · < −1
q
< 0 < 1

q
< 2

q
< 3

q
< . . . . Pak α lež́ı v nějakém

z interval̊u
[
i
q
, i+1

q

)
, takže existuje p splňuj́ıćı

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
2q
. Můžeme ale aproximovat

mnohem lépe!

Věta 2.2 (Dirichlet). Bud’ α ∈ R iracionálńı.

a) Pro každé Q ∈ N, Q ≥ 2, existuj́ı č́ısla p, q ∈ Z taková, že 1 ≤ q < Q a
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
Qq
.

b) Existuje nekonečně mnoho zlomk̊u p
q
(v základńım tvaru) takových, že

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
q2
.

Poznámka. Pro α ∈ Q prvńı část plat́ı s
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1
Qq
, druhá část neplat́ı – cvičeńı.

Před d̊ukazem připomeňme, že {β} := β − ⌊β⌋ znač́ı necelou část č́ısla β.
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D̊ukaz. a) Rozdělme interval [0, 1] na Q podinterval̊u s koncovými body

0 =
0

Q
,
1

Q
,
2

Q
, . . . ,

Q− 1

Q
, 1 =

Q

Q
.

Vezměme reálná č́ısla 0, 1, {α}, {2α}, . . . , {(Q− 1)α} ∈ [0, 1].
Každé z těchto č́ısel je tvaru aα − b pro nějaká a, b ∈ Z, 0 ≤ a < Q, protože {jα} =
jα− ⌊jα⌋.

Máme Q+1 č́ısel v Q intervalech
[

i
Q
, i+1

Q

]
, takže aspoň dvě č́ısla lež́ı v jednom intervalu.

Zřejmě to neńı dvojice 0, 1, tedy búno at’ to je aα − b, cα − d, kde 0 ≤ a < c < Q. Pak
máme |(c− a)α− (d− b)| = |(cα− d)− (aα− b)| ≤ 1

Q
.

Tedy pro p := d− b, q := c− a máme∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ = 1

q
· |(c− a)α− (d− b)| ≤ 1

Qq
.

Z faktu, že α je iracionálńı, na závěr plyne, že rovnost nenastane.

b) Pokud je p
q
podle části a) (pro nějaké Q), pak∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

Qq
<

1

q2
. (*)

Zároveň každý zlomek p
q
splňuje nerovnost

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ < 1
Qq

jen pro konečně mnoho hodnot

Q, protože levá strana této nerovnosti je reálné č́ıslo > 0 a jej́ı pravá strana jde k 0 pro
Q → ∞.
Q ale můžeme v části a) volit libovolně velké, takže muśı existovat nekonečně mnoho
r̊uzných zlomk̊u p

q
splňuj́ıćıch (*).

2.3 Existence řešeńı Pellovy rovnice

Věta 2.3. Bud’ m ∈ N takové, že m ̸= d2 pro všechna d ∈ N. Pak má Pellova rovnice
x2 −my2 = 1 netriviálńı řešeńı v Z.

D̊ukaz. Podle Dirichletovy věty 2.2b) existuje nekonečně mnoho zlomk̊u p
q
takových, že

|p− q
√
m| < 1

q
a p, q jsou nesoudělná. Pak

∣∣p2 −mq2
∣∣ = |p− q

√
m| · |p− q

√
m+ 2q

√
m| < 1

q
·
(
1

q
+ 2q

√
m

)
≤ 1 + 2

√
m.

Proto v intervalu (−1− 2
√
m, 1 + 2

√
m) existuje celé č́ıslo k takové, že p2 − mq2 = k

plat́ı pro nekonečně mnoho dvojic (p, q). Zároveň je
√
m iracionálńı, takže k ̸= 0.

Nav́ıc můžeme rozdělit (p, q) podle jejich hodnot mod k: Máme k2 možných dvojic (p
(mod k), q (mod k)), a tedy aspoň jedna z nich nastane pro nekonečně mnoho zlomk̊u p

q
.

Existuj́ı tedy (p1, q1) ̸= (p2, q2) takové, že

p21 −mq21 = k, p22 −mq22 = k, p1 ≡ p2 (mod k), q1 ≡ q2 (mod k).
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Pak

k2 = (p21 −mq21)(p
2
2 −mq22) =

[
(p1 + q1

√
m)(p2 − q2

√
m)
] [
(p1 − q1

√
m)(p2 + q2

√
m)
]

=(A+B
√
m)(A−B

√
m) = A2 −B2m,

kde A := p1p2 − q1q2m,B := q1p2 − p1q2.
Nav́ıc A ≡ p21 − q21m = k ≡ 0 (mod k), B ≡ q1p1 − p1q1 = 0 (mod k).

Bud’ X := A
k
, Y := B

k
. Máme Y ̸= 0 (cvičeńı: proč?) a plat́ı k2 = A2 −B2m = k2 · (X2 −

Y 2m), a tedy X2 − Y 2m = 1. Tedy (X, Y ) je hledané netriviálńı řešeńı.

Poznámka. Věta neř́ıká, jak minimálńı řešeńı naj́ıt. K tomu použijeme řetězové zlomky
– viz větu 2.15 ńıže.

2.4 Řetězové zlomky a polynomy

Ze cvičeńı v́ıme, že řetězový zlomek je a0 +
1

a1+
1

a2+...

=: [a0, a1, a2, . . . ]. Ted’ toto formali-

zujeme a dokážeme si řadu poměrně silných vlastnost́ı.

Definice. Bud’ ξ ∈ R. Definujme posloupnost celých č́ısel ai takto:

ξ0 := ξ, ai := ⌊ξi⌋, ξi+1 :=
1

ξi − ai
pokud ξi ̸= ai.

Vznikne konečná posloupnost a0, a1, . . . , ak nebo nekonečná posloupnost a0, a1, . . . , jež se
nazývá řetězový zlomek č́ısla ξ ∈ R a znač́ı ξ = [a0, a1, . . . , ak] nebo ξ = [a0, a1, . . . ].

Poznámka. Zat́ım jde o čistě formálńı zápis, obzvlášt’ v př́ıpadě nekonečného řetězového
zlomku.

Máme a0 ∈ Z a ai ∈ N pro i ≥ 1.

Tvrzeńı 2.4. Čı́slo ξ je racionálńı, právě když ξ má konečný řetězový zlomek [a0, . . . , ak].

D̊ukaz.
”
⇒“ At’ ξ = p

q
. Uvažujme Eukleid̊uv algoritmus:

p = a0q + r1

q = a1r1 + r2

r1 = a2r2 + r3
...

rk−1 = akrk + 0.

Pak p
q
= ξ = [a0, . . . , ak] a ξi =

ri−1

ri
.

”
⇐“ Máme-li konečný řetězový zlomek [a0, . . . , ak], pak ξ = a0+

1
a1+

1

···+ 1
ak

(což se dokáže

např́ıklad indukćı).

Máme a0 +
1
a1

= a0a1+1
a1

, a0 +
1

a1+
1
a2

= a0 +
a2

a1a2+1
= a0a1a2+a0+a2

a1a2+1
. Pojd’me se na čitatele a

jmenovatele d́ıvat jako na polynomy v proměnných ai.
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Definice. n-tý řetězový (kontinuálńı) polynom v proměnných x1, . . . , xn je definován re-
kurentně: K−1 := 0, K0 := 1,

Kn(x1, . . . , xn) := xn ·Kn−1(x1, . . . , xn−1) +Kn−2(x1, . . . , xn−2) pro n ≥ 1.

Za chv́ıli si dokážeme, že řetězové polynomy opravdu dávaj́ı čitatele i jmenovatele konečného
řetězového zlomku:

Tvrzeńı 2.5. Pro a0 ∈ R, ai ∈ R+ máme

[a0, a1, . . . , an] = a0 +
1

a1 +
1

...+ 1
an

=
Kn+1(a0, . . . , an)

Kn(a1, . . . , an)
.

Pro řetězové polynomy plat́ı řada užitečných, byt’ trochu technických, identit. Kĺıčová
je část a), z ńıž potom zbytek poměrně snadno vyplývá. Zejména e) si neńı potřeba
pamatovat.

Tvrzeńı 2.6. Pokud neńı ńı̌ze uvedeno jinak, bud’ n ≥ 1. Pak:
a)(

Kn(x1, . . . , xn) Kn−1(x1, . . . , xn−1)
Kn−1(x2, . . . , xn) Kn−2(x2, . . . , xn−1)

)
=

(
x1 1
1 0

)(
x2 1
1 0

)
· · ·
(
xn 1
1 0

)
= Mx1 · · ·Mxn ,

kde Ma =

(
a 1
1 0

)
.

b) Kn(x1, . . . , xn) =
(
1 0

)
Mx1 · · ·Mxn

(
1
0

)
.

c) Kn(x1, . . . , xn) = Kn(xn, . . . , x1), což plat́ı pro n ≥ −1.
d)

Kn(x1, . . . , xn)Kn−2(x2, . . . , xn−1)−Kn−1(x1, . . . , xn−1)Kn−1(x2, . . . , xn) = (−1)n.

e) Pro n ≥ 2, 1 ≤ l ≤ n− 1 plat́ı

Kn(x1, . . . , xn) = Kl(x1, . . . , xl)Kn−l(xl+1, . . . , xn)+Kl−1(x1, . . . , xl−1)Kn−l−1(xl+2, . . . , xn).

D̊ukaz. a) Indukćı:

n = 1 : K1(x1) = x1K0 +K−1 = x1. Tedy levá strana se rovná

(
x1 1
1 0

)
, což odpov́ıdá

pravé straně.
n+ 1 ≥ 2 : (

Kn(x1, . . . , xn) Kn−1(x1, . . . , xn−1)
Kn−1(x2, . . . , xn) Kn−2(x2, . . . , xn−1)

)(
xn+1 1
1 0

)
=

(
xn+1Kn(x1, . . . , xn) +Kn−1(x1, . . . , xn−1) Kn(x1, . . . , xn)
xn+1Kn−1(x2, . . . , xn) +Kn−2(x2, . . . , xn−1) Kn−1(x2, . . . , xn)

)
=

(
Kn+1(x1, . . . , xn+1) Kn(x1, . . . , xn)
Kn(x2, . . . , xn+1) Kn−1(x2, . . . , xn)

)
.

b) Zřejmé z a).
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c) Transponováńım matice 1× 1 jako prvńı rovnost dostaneme

(Kn(x1, . . . , xn)) = (Kn(x1, . . . , xn))
T =

[(
1 0

)
Mx1 · · ·Mxn

(
1
0

)]T
=

(
1
0

)T

MT
xn

· · ·MT
x1

(
1 0

)T
=
(
1 0

)
Mxn · · ·Mx1

(
1
0

)
= (Kn(xn, . . . , x1)).

d) Vezmeme determinant obou stran rovnosti a).

e) Plat́ı Mxl
Mxl+1

= Mxl

(
1
0

)(
1 0

)
Mxl+1

+

(
1
0

)(
1 0

)
. Tohle dosad́ıme dovnitř pravé

strany rovnosti b).

D̊ukaz tvrzeńı 2.5. Indukćı:

LS = a0 +
1

Kn(a1,...,an)
Kn−1(a2,...,an)

=
a0Kn(a1, . . . , an) +Kn−1(a2, . . . , an)

Kn(a1, . . . , an)
.

Potřebujeme tedy dokázat, že Kn+1(a0, . . . , an) = a0Kn(a1, . . . , an) + Kn−1(a2, . . . , an).
K tomu použijeme tvrzeńı 2.6c):

a0Kn(a1, . . . , an) +Kn−1(a2, . . . , an)
2.6c)
= a0Kn(an, . . . , a1) +Kn−1(an, . . . , a2)

def
= Kn+1(an, . . . , a0)

2.6c)
= Kn+1(a0, . . . , an).

2.5 Sbĺıžené zlomky

Chceme aproximovat ξ = [a0, a1, . . . ] pomoćı [a0, . . . , an]: ty aproximuj́ı dobře (ve smyslu
věty 2.2b)), čehož využijeme k formalizaci nekonečného zlomku a0 +

1
a1+

1
a2+...

. Pro zjed-

nodušeńı budeme předpokládat, že ξ > 0 (to ovlivńı jenom a0).

Definice. Bud’ ξ > 0 a [a0, a1, . . . , ak] (respektive [a0, a1, . . . ]) jeho konečný (respektive
nekonečný) řetězový zlomek. Pro n ≥ −1 bud’

p−1 := 1, q−1 := 0, pn := Kn+1(a0, . . . , an), qn := Kn(a1, . . . , an).

Zlomek pn
qn

(pro n ≥ 0) nazýváme n-tý sbĺı̌zený zlomek (nebo také konvergent) č́ısla ξ.

Plat́ı následuj́ıćı rekurence pro pn, qn, kde n ≥ 0:
p−1 = 1, p0 = a0, pn+1 = an+1pn + pn−1;
q−1 = 0, q0 = 1, qn+1 = an+1qn + qn−1.

Posloupnosti {pn}n≥0 a {qn}n≥1 jsou ostře rostoućı, protože a0 ≥ 0, ai > 0.

Samozřejmě pokud ξ ∈ Q, máme vše definované jen do pk, qk a pk
qk

= ξ. V tomto př́ıpadě
je třeba př́ıslušně omezit n v následuj́ıćıch tvrzeńıch. Jelikož se jedná o snadné úpravy,
nebudeme je zde uvádět explicitně.
Všimněme si také, že definice pn, qn dává smysl i pro posloupnost a0, a1, . . . , která nemuśı
být nutně řetězovým zlomkem nějakého č́ısla.

Tvrzeńı 2.7. pn−1qn − pnqn−1 = (−1)n pro n ≥ 0.
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D̊ukaz. Plyne ihned z tvrzeńı 2.6d): Mı́sto n vezmeme n + 1 a dosad́ıme x1 = a0, x2 =
a1, . . . , xn+1 = an. Dostaneme

pn−1qn − pnqn−1

= Kn(a0, . . . , an−1)Kn(a1, . . . , an)−Kn+1(a0, . . . , an)Kn−1(a1, . . . , an−1) = (−1)n.

Tvrzeńı 2.8. Bud’ ξ > 0 a ξi jako v definici řetězového zlomku, tedy

ξ0 = ξ, ai = ⌊ξi⌋, ξi+1 =
1

ξi − ai
pro ξi ̸= ai.

Pak

ξ =
ξn+1pn + pn−1

ξn+1qn + qn−1

, kde
pn
qn

jsou sbĺı̌zené zlomky ke ξ.

D̊ukaz. Máme

ξ = a0 +
1

a1 +
1

...+ 1

an+ 1
ξn+1

2.5
=

Kn+2(a0, . . . , an, ξn+1)

Kn+1(a1, . . . , an, ξn+1)

definice Ki=
ξn+1Kn+1(a0, . . . , an) +Kn(a0, . . . , an−1)

ξn+1Kn(a1, . . . , an) +Kn−1(a1, . . . , an−1)
=

ξn+1pn + pn−1

ξn+1qn + qn−1

.

Věta 2.9. Bud’ ξ > 0. Pak:
a)

lim
n→∞

pn
qn

= ξ,

a tedy posloupnost sbĺı̌zených zlomk̊u konverguje ke ξ.
b)

p2n
q2n

< ξ <
p2n+1

q2n+1

pro n ≥ 0.

c)
1

qnqn+2

<

∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnqn+1

(
<

1

q2n

)
.

d)

· · · < |pn+1 − qn+1ξ| <
1

qn+2

< |pn − qnξ| <
1

qn+1

< · · ·

(tedy vzdálenosti qnξ od nejblǐzš́ıho celého č́ısla, typicky pn, se zmenšuj́ı).

Část a) nám dává zp̊usob, jak precizovat definici nekonečného řetězového zlomku jako
reálného č́ısla, a sice jako

[a0, a1, . . . ] := lim
n→∞

[a0, a1, . . . , an].

Ted’ také vid́ıme, že každá posloupnost a0 ∈ Z, a1, a2, . . . ∈ N je řetězovým zlomkem
nějakého reálného č́ısla, a sice č́ısla ξ = [a0, a1, . . . ] := limn→∞[a0, a1, . . . , an] (cvičeńı:
napřed dokažte existenci limity pomoćı Cauchyovskosti a pak to, že a0 = ⌊lim . . . ⌋, a
podobně pro daľśı koeficienty ai). Toto v̊ubec nebylo jasné z p̊uvodńı definice v sekci 2.4!
Řetězové zlomky nám tedy dávaj́ı bijekci mezi reálnými č́ısly ξ a posloupnostmi ai.

V tvrzeńı je potřeba si dát pozor, kde zastavit pro racionálńı ξ.
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D̊ukaz. Pro d̊ukaz předpokládejme, že ξ je iracionálńı. Máme

ξ − pn
qn

2.8
=

ξn+1pn + pn−1

ξn+1qn + qn−1

− pn
qn

=
pn−1qn − pnqn−1

qn(ξn+1qn + qn−1)
2.7
=

(−1)n

qn(ξn+1qn + qn−1)
.

Č́ıslo na pravé straně je kladné, resp. záporné podle parity n, a tedy plat́ı b).

Protože an+1 = ⌊ξn+1⌋ < ξn+1, máme∣∣∣∣ξ − pn
qn

∣∣∣∣ = 1

qn(ξn+1qn + qn−1)
<

1

qn(an+1qn + qn−1)
=

1

qnqn+1

,

kde jsme v posledńı rovnosti využili rekurenci pro qn+1. To dokazuje a) (protože pravá
strana jde k 0) a horńı odhad v c).
Použit́ım 1 + an+1 > ξn+1 podobně dostaneme dolńı odhad v c):∣∣∣∣ξ − pn

qn

∣∣∣∣ > 1

qn((1 + an+1)qn + qn−1)
=

1

qn(qn+1 + qn)
≥ 1

qn(an+2qn+1 + qn)
=

1

qnqn+2

.

Konečně d) plyne ihned z c) vynásobeńım qn.

Z části c) vid́ıme, že sbĺıžené zlomky nám dávaj́ı aproximace s malou chybou ve smyslu
Dirichletovy věty 2.2b) (což v podstatě dává jej́ı daľśı d̊ukaz).

2.6 Dobré aproximace

Definice. Bud’ ξ ∈ R. Zlomek r
s
, kde (r, s) = 1 a s > 0, je dobrá aproximace č́ısla ξ,

pokud

pro každé
p

q
∈ Q, kde 1 ≤ q < s, plat́ı |r − sξ| < |p− qξ|

a
|r − sξ| ≤ |p− sξ| plat́ı pro všechna p ∈ Z.

V definici jde tedy o to, že r
s
má nejmenš́ı

”
relativńı chybu“∣∣ r

s
− ξ
∣∣

1
s

= |r − sξ|.

Postupně ted’ dokážeme, že sbĺıžené zlomky pro ξ > 0 dávaj́ı všechny jeho dobré aproxi-
mace:

Věta 2.10. Bud’ ξ > 0, {ξ} ≠ 0, 1
2
. Pak jeho sbĺı̌zené zlomky

pn
qn

, kde

{
n ≥ 0, pokud 0 < {ξ} < 1

2
,

n ≥ 1, pokud 1
2
< {ξ} < 1,

dávaj́ı právě všechny dobré aproximace č́ısla ξ.

Př́ıpady, kdy {ξ} = 0, 1
2
, stejně jako dobré aproximace se jmenovatelem 1, bude třeba

vyřešit samostatně, to je ale jednoduché př́ımo z definice dobré aproximace.
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Cvičeńı. a) Určete všechny dobré aproximace č́ısla ξ, pokud {ξ} = 0, 1
2
.

b) Určete všechny dobré aproximace tvaru p
1
č́ısla ξ.

Lemma 2.11. Bud’ ξ > 0. At’ q > 1, p
q
neńı sbĺı̌zený zlomek ξ a bud’ n ≥ 1 index takový,

že qn−1 < q ≤ qn. Pak

|qξ − p| ≥ |qnξ − pn|+ |qn−1ξ − pn−1|.

(Je-li ξ ∈ Q a q dostatečně velké, pak takové n neexistuje.)

D̊ukaz. Myšlenka: vyjádř́ıme p, q pomoćı pi, qi a odhadneme.
Uvažujme proto soustavu rovnic

xpn−1 + ypn = p, xqn−1 + yqn = q.

Tvrzeńı 2.7 dává, že determinant soustavy je (−1)n, proto má soustava řešeńı v Z. Dı́ky
Cramérovu pravidlu je t́ımto řešeńım

x = (−1)n(pqn − qpn), y = (−1)n−1(pqn−1 − qpn−1).

Protože p
q
̸= pn−1

qn−1
, pn
qn
, máme x ̸= 0 ̸= y. Nav́ıc x, y maj́ı r̊uzné znaménka d́ıky rovnici

xqn−1 + yqn = q, protože plat́ı 1 ≤ qn−1 < q ≤ qn a x, y ∈ Z.
Už můžeme odhadnout:

|p− qξ| = |xpn−1 + ypn − (xqn−1 + yqn)ξ| = |x(pn−1 − qn−1ξ) + y(pn − qnξ)|
= |x| · |pn−1 − qn−1ξ|+ |y| · |pn − qnξ| ≥ |pn−1 − qn−1ξ|+ |pn − qnξ|,

kde třet́ı rovnost plat́ı, protože výrazy v závorkách maj́ı opačná znaménka podle věty
2.9b), takže po vynásobeńı x, y maj́ı znaménka stejná.

D̊ukaz věty 2.10. Dobré aproximace se jmenovatelem 1 je potřeba vyřešit samostatně (což
bude odpov́ıdat meźım n ≥ 0, resp. n ≥ 1 ze zněńı věty).
Dále budeme uvažovat jen zlomky se jmenovatelem ≥ 2, pro které můžeme použ́ıvat
lemma 2.11 (protože jmenovatele můžeme umı́stit mezi dva sousedńı členy posloupnosti
q0 = 1 < q1 < q2 < . . . ).

Bud’ pn
qn

sbĺıžený zlomek. Proč jde o dobrou aproximaci?
Mějme p

q
se jmenovatelem qm < q ≤ qm+1 ≤ qn. Rozlǐśıme dva př́ıpady:

a) p
q
neńı sbĺıžený zlomek. Pak

|qξ − p|
2.11
> |qm+1ξ − pm+1|

2.9d

≥ |qnξ − pn|,

tedy p
q
neńı lepš́ı aproximace než pn

qn
.

b) p
q
= pm+1

qm+1
je sbĺıžený zlomek. Pak to neńı lepš́ı aproximace opět podle věty 2.9d).

Bud’ naopak r
s
dobrá aproximace ξ. Berme n takové, že qn−1 < s ≤ qn (pokud ξ ∈ Q, ξ =

[a0, . . . , ak] a s > qk, pak se určitě nejedná o dobrou aproximaci, protože pk
qk

má chybu 0).
Pokud r

s
̸= pn

qn
, pak můžeme použ́ıt lemma 2.11:

|sξ − r| ≥ |qnξ − pn|+ |qn−1ξ − pn−1| ≥ |qn−1ξ − pn−1|,

což je spor s t́ım, že r
s
je dobrá aproximace. Tedy r

s
= pn

qn
.
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Ve větě 2.9c) jsme viděli, že sbĺıžené zlomky dávaj́ı aproximace s malou chybou
∣∣∣ξ − pn

qn

∣∣∣ <
1
q2n
. Plat́ı i částečný opak: pokud má aproximace malou chybu, pak muśı j́ıt o sbĺıžený

zlomek:

Tvrzeńı 2.12. Bud’ ξ > 0 iracionálńı. Je-li p
q
∈ Q takové, že∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2
, pak

p

q
=

pn
qn

pro nějaké n.

D̊ukaz. Pro spor at’ p
q
neńı sbĺıžený zlomek a bud’ n takové, že qn−1 < q ≤ qn (př́ıpad

q = 1 je opět potřeba ošetřit samostatně).
Lemma 2.11 dává, že |pn−1 − qn−1ξ| < |p− qξ| < 1

2q
. Pak

1

qqn−1

≤ něco

qqn−1

=

∣∣∣∣pq − pn−1

qn−1

∣∣∣∣ ∆−ner.

≤
∣∣∣∣pq − ξ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ξ − pn−1

qn−1

∣∣∣∣ < 1

2q2
+

1

2qqn−1

.

Odtud úpravou dostáváme q < qn−1, spor.

Ještě poznamenejme, že vždy aspoň jeden ze dvou sousedńıch sbĺıžených zlomk̊u pn−1

qn−1
, pn

qn

splňuje
∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣ < 1
2q2

.

2.7 Periodické řetězové zlomky

Věta 2.13. At’ je ξ iracionálńı. Jeho řetězový zlomek ξ = [a0, a1, . . . ] je od jistého mı́sta
periodický, právě když je ξ algebraické č́ıslo stupně 2 (čili iracionálńı kořen nějakého
kvadratického polynomu s celoč́ıselnými koeficienty).

D̊ukaz.
”
⇒“ At’ ξ = [a0, . . . , ak−1, ak, . . . , ak+l−1].

Máme ξ = [a0, . . . , ak−1, ξk], kde ξk = [ak, . . . , ak+l−1]. Č́ıslo ξk má čistě periodický
řetězový zlomek, neboli plat́ı ξk+l = ξk. Použijeme tvrzeńı 2.8 pro ξk mı́sto ξ a n = l− 1.
Pak ξk = ξk+l odpov́ıdá ξn+1 z tvrzeńı, a tedy

ξk
2.8
=

ξk+lpn + pn−1

ξk+lqn + qn−1

=
ξkpn + pn−1

ξkqn + qn−1

,

kde pi
qi

jsou sbĺıžené zlomky pro ξk.
Vynásobeńım jmenovatelem pravé strany vid́ıme, že ξk je kořen kvadratického polynomu
s celoč́ıselnými koeficienty.
Dále opět použijeme tvrzeńı 2.8, které nám dává vyjádřeńı č́ısla ξ pomoćı ξk. Úpravou
tohoto vzorce dostaneme

ξk =
aξ + b

cξ + d

pro vhodná celá č́ısla a, b, c, d. Dosazeńım tohoto vyjádřeńı do kvadratického polynomu
pro ξk dostaneme hledaný kvadratický polynom pro ξ.

”
⇐“ Jenom naznač́ıme myšlenku:
At’ ξ splňuje aξ2 + bξ + c = 0 pro nějaká a, b, c ∈ Z, a ̸= 0.
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Dosad́ıme sem vztah z tvrzeńı 2.8, což se uprav́ı na kvadratickou rovnici Anξ
2
n+1+Bnξn+1+

Cn = 0, kde An, Bn, Cn ∈ Z vyjádř́ıme pomoćı a, b, c, pi, qi (např́ıklad An = Cn+1 =
ap2n + bpnqn + cq2n).
Pak se dokáže, že existuje K ∈ N takové, že −K < An, Bn, Cn < K pro všechna n.
Ted’ můžeme použ́ıt obĺıbený trik z d̊ukazu věty 2.3: máme nekonečně mnoho trojic
(An, Bn, Cn), ale jen konečně možných hodnot pro ně. Odtud plyne, že existuje trojice
(A,B,C) ∈ Z3 taková, že (A,B,C) = (An, Bn, Cn) pro aspoň tři r̊uzná n = n1, n2, n3.
Tedy ξn1+1, ζn2+1, ζn3+1 splňuj́ı stejnou kvadratickou rovnici Ax2 + Bx + C = 0. Tedy
aspoň dvě z nich se rovnaj́ı, búno ξn1+1 = ξn2+1. Pak řetězový zlomek pro ξ je periodický
s periodou |n1 − n2|.
Detaily jsou např. v článku Martina Kuděje
http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼kala/1920%20tc/kudej.pdf
(ve kterém si toho můžete celkově přeč́ıst o řetězových zlomćıch v́ıc).

2.8 Zpět k Pellově rovnici

Věta 2.14. At’ dvojice p, q ∈ N, (p, q) = 1, je řešeńım rovnice x2−my2 = B, kde m ∈ N,
m neńı čtverec a B ∈ Z, |B| <

√
m. Pak p

q
je sbĺı̌zený zlomek č́ısla

√
m.

Poznámka. Speciálně věta funguje pro B = 1, takže netriviálńı řešeńı vznikne ze sbĺıže-
ného zlomku.

D̊ukaz. Rozlǐśıme dva př́ıpady podle znaménka č́ısla B (pro B = 0 rovnice zřejmě žádné
řešeńı nemá):
a) 0 < B <

√
m. Pak(

p

q
+
√
m

)(
p

q
−

√
m

)
=

p2

q2
−m =

B

q2
> 0,

a tedy

0 <
p

q
−

√
m =

B

q2 ·
(

p
q
+
√
m
) p

q
>
√
m

<

√
m

q2 · 2
√
m

=
1

2q2
.

Tedy p
q
je sbĺıžený zlomek podle tvrzeńı 2.12.

b) −
√
m < B < 0. Pak q2 − 1

m
p2 = −B

m
> 0. Jako v předchoźım bodě pak dokážeme, že

q
p
je sbĺıžený zlomek pro 1√

m
. Ale 1√

m
= [0, a0, a1, . . . ], kde

√
m = [a0, a1, . . . ]. Tud́ıž

p
q
je

sbĺıžený zlomek pro
√
m.

Pro Pellovou rovnici x2−my2 = ±1 větu ještě můžeme výrazně zlepšit, což ale nebudeme
dokazovat:

Věta 2.15. At’ m ∈ N, m neńı čtverec přirozeného č́ısla.
Pak existuje nejmenš́ı ℓ ∈ N takové,̌ze

√
m = [a0, a1, . . . , aℓ−1, 2a0], kde ai = aℓ−i < 2a0

pro i = 1, . . . , ℓ− 1.
Je-li ℓ sudé, pak x2−my2 = −1 nemá řešeńı v Z a minimálńı řešeńı rovnice x2−my2 = 1
je (pℓ−1, qℓ−1).
Naopak, je-li ℓ liché, pak minimálńı řešeńı x2 − my2 = −1 je (pℓ−1, qℓ−1) a minimálńı
řešeńı x2 −my2 = 1 je (p2ℓ−1, q2ℓ−1).

Konečně poznamenejme, že až na přenásobeńı minimálńım řešeńım ve větě 2.14 plat́ı, že
p
q
= pn

qn
pro 0 ≤ n ≤ 2l− 1 (stač́ı tedy uvažovat jen těchto prvńıch 2ℓ sbĺıžených zlomk̊u).

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kala/1920%20tc/kudej.pdf


3. Odmocniny z jedné

Zásadńı roli v teorii č́ısel hraj́ı komplexńı odmocniny z jedné.

Definice. Komplexńı č́ıslo z ∈ C je n-tá odmocnina z jedné, pokud zn = 1 pro nějaké
přirozené č́ıslo n.
Komplexńı č́ıslo z ∈ C je primitivńı n-tá odmocnina z jedné, pokud zn = 1 a nav́ıc zm ̸= 1
pro žádné 1 ≤ m < n.

Pomoćı komplexńı exponenciály je můžeme snadno vyjádřit. Všimněme si totiž, že

ζn := e
2πi
n = cos

(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
je primitivńı n-tá odmocnina z 1.

Cvičeńı. α je primitivńı n-tá odmocnina z 1 ⇔ α = ζan pro nějaké (a, n) = 1.

3.1 Gaussovská celá č́ısla

Speciálně máme ζ4 = i =
√
−1.

Trochu obecněji, bud’D ̸= 0, 1 bezčtvercové (klidně záporné). Na řešeńı diofantických rov-

nic se hod́ı pracovat v Z
[√

D
]
=
{
a+ b

√
D | a, b ∈ Z

}
(respektive někdy v Z

[
1+

√
D

2

]
).

Pro malé D se jedná o eukleidovský obor (norma |N(a + b
√
D)| = |a2 −Db2| je euklei-

dovská).

Př́ıklad. Z
[√

D
]
je eukleidovské pro D = −2,−1, 2, 3 (a pro řadu daľśıch kladných D,

kde ovšem často muśıme volit jinou normu).

Z
[
1+

√
D

2

]
je eukleidovské pro D = −3, 5 (a daľśı kladná D).

Důvod, proč někdy uvažujeme Z
[
1+

√
D

2

]
je ten, že chceme brát všechny

”
celistvé prvky“

v tělese Q
(√

D
)
, čili prvky, jež maj́ı monický minimálńı polynom s celoč́ıselnými koefi-

cienty.

Př́ıpad D = −1, to jest Z[i], nazýváme gaussovská celá č́ısla.
Jejich základńı vlastnosti a pojmy:

• Př́ıslušnou normou je N(a+ bi) = a2 + b2.

• Konjugace: a+ bi = a− bi.

• Pro normu plat́ı N(α) = αα.

23
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• α děĺı β, α | β, pokud β = αγ pro nějaké γ.

• Jednotky (neboli invertibilńı prvky) jsou ±1,±i

• α je invertibilńı ⇔ N(α) = 1.

• prvky α, β jsou asociované, α∥β, pokud α = εβ pro nějakou jednotku ε.

• Eukleidovský⇒ gaussovský, čili máme jednoznačné rozklady na součin prvočinitel̊u.

Zd̊urazněme, že formálně vzato je potřeba rozlǐsovat mezi dělitelnost́ı v Z a dělitelnost́ı
v Z[i]. Pro oboje ale použ́ıváme stejné značeńı, takže je dobré si rozmyslet, co se daným
značeńım vždy mysĺı. Zároveň ale naštěst́ı plat́ı:

Cvičeńı. At’ a, b ∈ Z. Pak a děĺı b v Z, právě když a děĺı b v Z[i].
Ale pozor! Platnost tohoto cvičeńı v̊ubec neńı samozřejmá!

Cvičeńı. Najdi př́ıklad okruhu R ⊃ Z takového, že pro některá a, b ∈ Z plat́ı:
a děĺı b v R, ale a neděĺı b v Z.

Jak vypadaj́ı prvočinitele v Z[i]?

Lemma 3.1. Bud’ p ∈ Z prvoč́ıslo.
Pokud p nejde vyjádřit jako a2 + b2 (pro a, b ∈ Z), pak je p prvočinitel v Z[i].
Pokud p = a2 + b2, pak jsou prvočinitele a± bi (a také jejich násobky jednotkami).
Všechny prvočinitele v Z[i] jsou jednoho z těchto dvou tvar̊u.

Př́ıklad.

• 2 = 12 + 12 ⇒ 1 + i je prvočinitel. Všimněme si, že 2 = −i(1 + i)2.

• 3 ̸= a2 + b2.

• 5 = 22 + 12 ⇒ 2± i jsou prvočinitele.

D̊ukaz. Je-li α prvočinitel, pak je také α prvočinitel (protože α = βγ ⇔ α = βγ).

Bud’ nyńı α ∈ Z[i] prvočinitel, α = a + bi. Máme N(α) = αα, což je rozklad na součin
prvočinitel̊u. Pak máme dvě možnosti:
a) N(α) = p je prvoč́ıslo v Z. Pak p = a2 + b2.

b) N(α) neńı prvoč́ıslo v Z, tedy N(α) = uv pro celá č́ısla u, v > 1.
Tedy plat́ı uv = αα a z jednoznačnosti rozkladu v Z[i] dostáváme búno u∥α, v∥α (protože
α, α jsou prvočinitele a u, v nejsou invertibilńı). To pak implikuje v = v∥α∥u.
Tedy v = ±u nebo ±iu.
v = ±iu zřejmě nemůže nastat (protože u, v jsou celá, a tedy reálná, č́ısla), a protože
u, v > 1, nemůže nastat ani v = −u. Tedy nutně v = u a máme N(α) = u2.
u muśı být nějaké prvoč́ıslo p (jinak u = yz a y2z2 = αα, což by byl spor s jednoznačnost́ı
rozklad̊u).

Dostali jsme tedy, že N(α) = p2 a α∥p. Nav́ıc kdyby p = c2 + d2, pak α∥(c+ di)(c− di),
což by byl spor s t́ım, že α je prvočinitel.

Tedy jsme dokázali: Pokud je α prvočinitel, pak
a) α = a+ bi pro prvoč́ıslo p = a2 + b2 ∈ Z, nebo
b) α∥p pro prvoč́ıslo p ∈ Z, p ̸= c2 + d2.

Naopak máme:
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Cvičeńı. At’ β ∈ Z[i]. Pokud N(β) = p je prvoč́ıslo v Z, pak β je prvočinitel v Z[i].
Tedy pokud p = a2 + b2, pak α = a± bi má normu N(α) = p, a tedy α je prvočinitel.

Konečně at’ je p prvoč́ıslo, p ̸= a2 + b2, a pro spor at’ p neńı prvočinitel v Z[i], čili
p = (c+ di)(e+ fi) je jeho rozklad na součin dvou neinvertibilńıch prvk̊u.
Pak p2 = N(p) = N(c+ di)N(e+ fi), a tedy N(c+ di) = p (protože N(e+ fi) ̸= 1). To
ale znamená, že c2 + d2 = p, což je spor.

Která prvoč́ısla jdou vyjádřit jako součet dvou čtverc̊u?

Věta 3.2. a) Prvoč́ıslo p ∈ N jde vyjádřit jako p = a2 + b2, právě když p = 2 nebo p ≡ 1
(mod 4).
b) Všichni prvočinitele v Z[i] jsou (až na přenásobeńı jednotkami):

• p ∈ N, p ≡ 3 (mod 4),

• a± bi, kde p = a2 + b2 ≡ 1 (mod 4) pro a, b ∈ N,
• 1 + i

(kde p ∈ N je vždy prvoč́ıslo).

D̊ukaz. Stač́ı dokázat prvńı část a).

”
⇒“ Cvičeńı (použij, že x2 ≡ 0, 1 (mod 4)).

”
⇐“ At’ p ≡ 1 (mod 4). Wilsonova věta 3.3 ř́ıká, že (p− 1)! ≡ −1 (mod p). Máme tedy

(p− 1)! = 1 · 2 · · · p− 1

2
·
(
p− p− 1

2

)
· · · (p− 2) · (p− 1)

≡ 1 · 2 · · · p− 1

2
· (−1)

p−1
2 · p− 1

2
· · · 2 · 1 p≡1(4)

=

(
1 · 2 · · · p− 1

2

)2

(mod p).

Tedy existuje x =
(
p−1
2

)
! takové, že p | x2 + 1 = (x+ i)(x− i). Kdyby p byl prvočinitel v

Z[i], pak p | x± i.
Ale x± i = p(c+ di) ⇒ ±1 = pd, což je spor. Tedy p neńı prvočinitel v Z[i]. Lemma 3.1
pak implikuje, že p = a2 + b2.

Zbývá tedy dokázat Wilsonovu větu:

Věta 3.3 (Wilsonova). Pro prvoč́ıslo p plat́ı (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
Pro složené n > 4 plat́ı (n− 1)! ≡ 0 (mod n).

D̊ukaz. Dokážeme pouze prvńı část pro liché prvoč́ıslo p (pro p = 2 plat́ı zřejmě), druhou
necháme jako cvičeńı.
Polynom xp−1 − 1 nad tělesem Zp má kořeny 1, 2, . . . , p − 1, takže se rovná součinu
př́ıslušných kořenových činitel̊u

xp−1 − 1 = (x− 1)(x− 2) · · · (x− (p− 1)) .

Porovnáńım konstantńıch člen̊u vid́ıme, že (p− 1)! = (−1)p−1(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

To byl ale zvláštńı trik s Wilsonem! Naštěst́ı se dá nahradit kvadratickými zbytky: v
tvrzeńı 4.16 např́ıklad poṕı̌seme, kdy p = a2 + 2b2, což charakterizuje prvočinitele v
Z
[√

−2
]
.
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3.2 Cyklotomické polynomy

Nyńı budeme zkoumat ireducibilńı rozklad polynomu xn − 1, který má za kořeny n-té
odmocniny z jedné. Př́ıslušné ireducibilńı faktory se nazývaj́ı cyklotomické polynomy
a my jich využijime k d̊ukazu speciálńıho př́ıpadu Dirichletovy věty, čili že pro každé
přirozené č́ıslo a existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p tvaru ax+ 1.

Zaj́ımá nás ireducibilńı rozklad polynomu xn − 1.
Začněme nejjednodušš́ım př́ıpadem, kdy n = p je prvoč́ıslo. Máme ζpp = 1, tedy ζp je
kořen xp − 1. Dokonce xp − 1 = (x − 1)(xp−1 + · · · + 1), a tedy ζp je kořen polynomu
f(x) = xp−1+ · · ·+x+1. Dokažme ted’, že f(x) je ireducibilńı (což ještě obecněji uvid́ıme
ve větě 3.9):

Lemma 3.4. f(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1 je ireducibilńı polynom.

D̊ukaz. Uvažujme substituci x = y + 1. Pak

f(x) =
xp − 1

x− 1
=

(y + 1)p − 1

y
=

yp +
(
p
1

)
yp−1 + · · ·+

(
p

p−1

)
y

y

= yp−1 +

(
p

1

)
yp−2 + · · ·+

(
p

p− 2

)
y +

(
p

p− 1

)
.

Vid́ıme, že p děĺı všechny koeficienty
(
p
j

)
pro j = 1, . . . , p − 1 a p2 neděĺı konstantńı

koeficient
(

p
p−1

)
. Takže jde o ireducibilńı polynom podle Eisensteinova kritéria.

Definice. Bud’ ζn = e
2πi
n primitivńı n-tá odmocnina z 1.

n-tý cyklotomický (kruhový) polynom definujeme jako

tn(x) =
∏

1≤a≤n
(a,n)=1

(x− ζan),

kde násob́ıme přes všechna a, která jsou nesoudělná s n

Př́ıklad. t1(x) = x− 1, protože ζ1 = 1.
t2(x) = (x− ζ12 ) = x+ 1, protože ζ2 = −1.
t4(x): Máme ζ4 = i, a tedy

t4(x) = (x− i1)(x− i3) = (x− i)(x+ i) = x2 + 1.

Je-li p prvoč́ıslo, pak

tp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 =
xp − 1

x− 1
,

což se dokáže ověřeńım, že polynomy nalevo i napravo maj́ı stejný stupeň p− 1 a stejné
kořeny.

Tvrzeńı 3.5.
a) deg(tn) = φ(n).
b)

xn − 1 =
∏
d|n

td(x),

kde násob́ıme přes všechna přirozená č́ısla d, která děĺı n.
c) tn(x) ∈ Z[x] a jeho konstantńı člen tn(0) = ±1.
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Př́ıklad. Části b) z tvrzeńı můžeme výhodně použ́ıt k tomu, abychom indukćı poč́ıtali
cyklotomické polynomy:
Např́ıklad známe-li už

t1(x) = x− 1, t2(x) = x+ 1, t3(x) = x2 + x+ 1,

pak v́ıme, že
t1t2t3t6 = x6 − 1 = (x3 − 1)(x3 + 1),

přičemž t1t3 = x3 − 1, takže

t2t6 = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1),

čili konečně t6(x) = x2 − x+ 1.

D̊ukaz. a) Zřejmé.

b) Každé ζan pro 1 ≤ a ≤ n, je kořen xn − 1, a tedy

xn − 1 =
∏

1≤a≤n

(x− ζan).

Rozděĺıme si ted’ r̊uzné hodnoty a v součinu podle jejich největš́ıho společného dělitele s
n. Pro a bud’ d := (a, n), takže máme a = d · b, kde

(
b, n

d

)
= 1 (cvičeńı).

Máme pak

ζan = ζdbn = e2πi
b

n/d = ζbn/d.

Tedy

xn − 1 =
∏
d|n

∏
1≤a≤n
(a,n)=d

(x− ζan)
b=a/d
=

∏
d|n

∏
1≤b≤n/d
(b,n/d)=1

(x− ζbn/d) =
∏
d|n

tn/d(x)
e=n/d
=

∏
e|n

te(x).

c) Indukćı podle n:
n = 1 : t1(x) = x− 1 – zřejmé.
n > 1: At’

tn(x) =
∑

aix
i(ai ∈ C) a

∏
d|n,d<n

td(x) =
∑

bjx
j.

Podle IP v́ıme, že bj ∈ Z a b0 = ±1.
Máme

xn − 1 =
∏
d|n

td(x) = (a0 + a1x+ . . . )(b0 + b1x+ . . . ),

takže můžeme porovnat koeficienty:

• −1 = a0b0 ⇒ a0 = ±1.

• 0 = a0b1 + b0a1 ⇒ ±a1 = −a0b1 ∈ Z.

•
...

V každém daľśım kroku dostaneme ai ∈ Z.

Poznamenejme, že v d̊ukazu části c) jsme také mohli použ́ıt tvrzeńı z algebry o vztahu
dělitelnosti v oboru Z[x] a nad pod́ılovým tělesem Q[x].
Ještě zbývá dokázat ireducibilitu tn(x), což uděláme na závěr ve větě 3.9. K d̊ukazu věty
3.7 o aritmetických posloupnostech ji ale ani nepotřebujeme.
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3.3 Prvoč́ısla kn + 1

Chceme dokázat, že pro n ∈ N existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru kn + 1, k ∈ N.
Kĺıčovým krokem v d̊ukazu je existence aspoň jednoho takového prvoč́ısla, jež je založená
na tom, že pokud p | tn(c) pro vhodné c, pak p ≡ 1 (mod n) (jak záhy uvid́ıme):

Tvrzeńı 3.6. Pro každé n ∈ N existuje aspoň jedno prvoč́ıslo p ≡ 1 (mod n).

D̊ukaz. Bud’

g(x) :=
∏

d<n,d|n

td(x), čili tn(x) · g(x) = xn − 1.

td(x) ∈ Z[x] podle tvrzeńı 3.5c), takže i g(x) ∈ Z[x].
tn a g nemaj́ı společný kořen v C, takže jsou nesoudělné jako polynomy v Q[x], což je euk-
leidovský obor. Bézoutova věta proQ[x] pak implikuje, že existuj́ı polynomy f0(x), h0(x) ∈
Q[x] takové, že tn(x) · f0(x) + g(x) · h0(x) = 1. Můžeme vynásobit f0, h0 vhodným
společným násobkem jmenovatel̊u c ∈ Z tak, aby c ≥ 3, f(x) := cf0(x), h(x) := ch0(x) ∈
Z[x]. Pak

(♡) tn(x)f(x) + g(x)h(x) = c

je rovnost polynomů ze Z[x].

Uvažujme nyńı tn(c). Máme c ≥ 3 a |tn(c)| =
∏

(a,n)=1 |c − ζan|. Každý ze součinitel̊u na

pravé straně je > 1 (jde o vzdálenost bod̊u c a ζan v komplexńı rovině – nakreslete si
obrázek!), takže máme |tn(c)| > 1.
Tedy existuje prvoč́ıslo p takové, že p | tn(c).
Pozorováńı. p ≡ 1 (mod n).

D̊ukaz. p | tn(c) | cn − 1, čili cn ≡ 1 (mod p).
Bud’ d nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že cd ≡ 1 (mod p) (takovéto d se nazývá řád
prvku c). Pak nutně d | n, protože jinak n = ud+ v pro 0 < v < d a cv ≡ cn · (cd)−u ≡ 1
(mod p).
Chceme dokázat, že d = n; pro spor at’ d < n. Pak

p | cd − 1 =
∏
e|d

te(c) | g(c).

Zároveň p | tn(c), a tedy (♡) po dosazeńı x = c implikuje p | c, což je spor s cn ≡ 1
(mod p).
Tedy d = n je nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že cn ≡ 1 (mod p). Ovšem podle Eulerovy
věty máme cp−1 ≡ 1 (mod p), odkud stejnou úvahou jako výše plyne, že n | p− 1 (jinak
bychom vydělili se zbytkem p− 1 = nu′ + v′), neboli p ≡ 1 (mod n).

Na konci d̊ukazu jsme dokazovali, že d | n a že n | p−1. V obou př́ıpadech jde o vlastnosti
řádu prvku, které také souviśı s Lagrangeovou větou, kterou uvid́ıte v Algebře.

Věta 3.7. Bud’ n ∈ N. Pak existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru p = kn+1, k ∈ N.
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D̊ukaz. Uvažujme tvrzeńı 3.6 pro n, 2n, 3n, . . . . Vždy existuje nějaké prvoč́ıslo, označme
je p1, p2, p3, . . . . Zároveň pj ≥ jn+1, takže posloupnost {pj}j≥1 jde do nekonečna. Tud́ıž
tato posloupnost obsahuje nekonečně mnoho r̊uzných prvoč́ısel. Pro každé z nich ale máme
pj ≡ 1 (mod jn), takže pj ≡ 1 (mod n).

Poznámka.

• Ve skutečnosti plat́ı: Je-li p dost velké prvoč́ıslo takové, že p | tn(a) pro nějaké
a, pak p ≡ 1 (mod n). Úzce to souviśı s t́ım, jestli p z̊ustane prvoč́ıslem v Z [ζn],
př́ıpadně jak se tam rozkládá.

• Podobně se daj́ı dokázat daľśı speciálńı př́ıpady Dirichletovy věty použit́ım p | f(a)
pro jiné polynomy f : jde o takzvané eukleidovské d̊ukazy. Ale nejde takto dokázat
všechny př́ıpady, plat́ı:

Dirichletova věta jde takto dokázat pro p ≡ m (mod n), právě když m2 ≡ 1
(mod n).

Viz bakalářka Martina Čecha

https://drive.google.com/file/d/1siGFFDJzCqR5cVCL2a WapJTsWIt7rxY/

3.4 Ireducibilita cyklotomických polynomů

Chceme dokázat, že tn(x) je ireducibilńı polynom v Q[x]. Z Algebry se nám bude hodit:

Lemma 3.8 (Důsledek Gaussova lemmatu). At’ nekonstantńı polynom f ∈ Z[x] neńı
ireducibilńı v Q[x]. Pak f(x) neńı ireducibilńı v Z[x], čili existuj́ı nekonstantńı polynomy
g, h ∈ Z[x] takové, že f(x) = g(x) · h(x).

Věta 3.9. Cyklotomický polynom tn(x) ∈ Z[x] je ireducibilńı v Q[x] pro každé n ≥ 1.

D̊ukaz. tn(x) ∈ Z[x] podle tvrzeńı 3.5. At’ pro spor je reducibilńı, čili tn(x) = g(x) · h(x),
přičemž d́ıky Gaussovu lemmatu 3.8 můžeme předpokládat, že g, h ∈ Z[x].
Bud’ ζ nějaká primitivńı n-tá odmocnina z 1. Pak ζ je kořen tn, takže búno at’ ζ je kořen
g(x) a g je ireducibilńı.

Bud’ p prvoč́ıslo, p ∤ n. Chceme dokázat, že ζp je také kořen g(x). Pro spor at’ neńı. ζp je
kořen tn(x), takže ζp je kořen h(x), a tedy ζ je kořen h(xp).

Uvažujme nyńı NSDQ[x](g(x), h(x
p)): Polynom g(x) je ireducibilńı, takže toto NSD je 1

nebo g(x). Zároveň polynomy g(x) a h(xp) maj́ı společný kořen ζ, takže nejsou nesoudělné
a tedy jejich NSD = g(x). To ale znamená, že g(x) | h(xp) (poznamenejme, že tato úvaha
jde zjednodušit pomoćı pojmu minimálńıho polynomu); at’

h(xp) = g(x) · k(x) pro nějaké k ∈ Z[x].

Máme: Pro všechny f(x) ∈ Zp[x], f(x)
p = f(xp).

D̊ukaz: (
∑

aix
i)
p
roznásob́ıme podle multinomické věty, kde všechny koeficienty jsou

dělitelné p, až na
∑

api · xpi =
∑

ai · (xp)i = f(xp): Obecně totiž plat́ı, že po roznásobeńı
(x1+· · ·+xk)

p jsou všechny koeficienty, vyjma těch u xp
i , dělitelné p, jak se dokáže indukćı

z binomické věty (cvičeńı).

https://drive.google.com/file/d/1siGFFDJzCqR5cVCL2a_WapJTsWIt7rxY/
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Uvažujme projekci modulo p:

π : Z → Zp

a 7→ a (mod p).

Ta indukuje homomorfismus okruh̊u polynomů

πx : Z[x] → Zp[x]∑
aix

i 7→
∑

π(ai)x
i.

Máme tedy
πx(g)(x) · πx(k)(x) = πx(h)(x

p) = (πx(h)(x))
p.

Bud’ a(x) ∈ Zp[x] nějaký ireducibilńı faktor πx(g). Potom a(x) | πx(g) | πx(h)
p, takže

a | πx(h), protože a je ireducibilńı. Ale pak

a(x)2 | πx(g) · πx(h) = πx(tn) | πx(x
n − 1),

neboli polynom πx(x
n − 1) = xn − 1 má násobný kořen v kořenovém nadtělese polynomu

a(x) nad tělesem Zp, což je spor s:

Tvrzeńı 3.10. Bud’ T těleso charakteristiky p, kde p ∤ n. Pak polynom xn − 1 nemá v T
násobné kořeny.

Toto tvrzeńı dokážeme za chv́ıli, až dokonč́ıme d̊ukaz věty.

Dostali jsme tedy spor, čili ζp je kořen g(x). Tedy jsme dokázali:
Pokud g ∈ Z[x] je ireducibilńı, ζ je primitivńı n-tá odmocnina z 1 a p ∤ n, pak

g(ζ) = 0 ⇒ g(ζp) = 0.

Ale ζp je opět primitivńı n-tá odmocnina z 1, můžeme tedy volit daľśı prvoč́ıslo p′ (klidně
p = p′) a dostat g

(
ζp·p

′)
= 0, a tak dále.

Postupně dostaneme:
g (ζm) = 0 pro všechna (m,n) = 1.

Tedy g má za kořeny všechny primitivńı n-té odmocniny z 1 (protože jsou to ζa, kde
1 ≤ a ≤ n, (a, n) = 1). Ale ty jsou z definice všechny kořeny tn, takže tn | g. Zároveň na
začátku jsme g volili tak, že g | tn, a proto g(x) = tn(x). Nav́ıc g je ireducibilńı, a tedy i
tn je ireducibilńı.

Zbývá dokázat tvrzeńı 3.10:

D̊ukaz tvrzeńı 3.10. Uvažujme formálńı derivaci polynomu f ∈ T [x], definovanou jako(∑
aix

i
)′

=
∑

iaix
i−1

(čili normálńım vzorečkem z analýzy pro derivaci polynomu). Splňuje obvyklé vzorce pro
součet a součin, a tedy také:
At’ má f(x) dvojnásobný kořen α, čili f(x) = (x− α)2 · g(x). Pak

f ′(x) = 2(x− α) · g(x) + (x− α)2 · g′(x) = (x− α) · [2g(x) + (x− α)g′(x)] .

Tedy x− α | NSD(f, f ′).
Ale (xn − 1)′ = nxn−1, takže pokud n ̸= 0 v Zp (čili p ∤ n), pak jediná možnost pro
násobný kořen je α = 0. Ale 0 samozřejmě neńı kořen f(x) = xn − 1. Tedy xn − 1 nemá
násobné kořeny.



4. Charaktery a kvadratická
reciprocita

4.1 Primitivńı prvky pro začátečńıky

Za chv́ıli budeme potřebovat použ́ıt pojem primitivńıho prvku, se kterým se potkáte na
Algebře (a také ještě v sekci 5.4 později ve skriptech).

Definice. Bud’ p prvoč́ıslo. Primitivńı prvek modulo p je prvek g ∈ Z∗
p, který splňuje

libovolnou z následuj́ıćıch ekvivalentńıch podmı́nek:

• g je generátor multiplikativńı grupy Z∗
p,

• g je prvek řádu p− 1 v Z∗
p,

• g je prvek takový, že

Z∗
p = {1, 2, . . . , p− 1} = {g0 = 1, g1, g2, . . . , gp−2}

(kde mocniny gk samozřejmě poč́ıtáme modulo p).

Pro d̊ukaz jeho existence pro prvoč́ıslo p viz přednášku z Algebry nebo větu 5.1.
Obecněji, pro přirozené č́ıslo n je primitivńı prvek modulo n libovolný generátor multipli-
kativńı grupy Z∗

n. Pro složená č́ısla n ale primitivńı prvek obecně neexistuje, viz d̊usledek
5.6.

4.2 Kvadratické zbytky

Definice. Bud’te n, a ∈ Z. Pak a je kvadratický zbytek modulo n, pokud existuje b takové,
že a ≡ b2 (mod n); jinak je to kvadratický nezbytek.
Pro liché prvoč́ıslo p dále definujeme Legendre̊uv symbol :

(
a

p

)
=


1, pokud p ∤ a a a je kvadratický zbytek modulo p,

−1, pokud p ∤ a a a je kvadratický nezbytek modulo p,

0, pokud p | a.

Zřejmě plat́ı následuj́ıćı základńı vlastnosti:

• a ≡ b (mod p) ⇒
(

a
p

)
=
(

b
p

)
•
(

1
p

)
= 1

31
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•
(

0
p

)
= 0

•
(

ac2

p

)
=
(

a
p

)
, pokud c ̸≡ 0 (mod p).

Zd̊urazněme, že pro složené č́ıslo n nepouž́ıváme značeńı
(
a
n

)
(protože se takto znač́ı

Jacobiho symbol, viz sekci 4.6).

Všimněme si také, že v d̊ukazu věty 3.2 jsme dokázali, že
(

−1
p

)
= 1, pokud p ≡ 1

(mod 4). Ve tvrzeńı 4.3 za chv́ıli dokážeme, že to plat́ı jako ekvivalence.

Věta 4.1. Bud’ p liché prvoč́ıslo a a ∈ Z. Pak(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

D̊ukaz. Pokud p | a, je tvrzeńı zřejmé. At’ tedy p ∤ a.
Bud’ g primitivńı prvek modulo p.

Všimněme si, že
(

g
p

)
= −1, protože kdyby g ≡ b2 (mod p), pak bychom podle malé

Fermatovy věty měli g(p−1)/2 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p), a tedy řád g by byl nejvýše p−1
2
.

Máme a ≡ gk (mod p) pro jednoznačně určené 0 ≤ k ≤ p − 2. Protože
(

bg2

p

)
=
(

b
p

)
,

máme (
a

p

)
=

(
gk

p

)
=


(

1
p

)
= 1, pokud 2 | k,(

g
p

)
= −1, pokud 2 ∤ k.

Zároveň

a
p−1
2 ≡ g

k(p−1)
2

{
≡ 1, pokud 2 | k,
̸≡ 1, pokud 2 ∤ k,

(mod p).

Nav́ıc a
p−1
2 je kořen polynomu x2 − 1 nad tělesem Zp, takže a

p−1
2 ≡ ±1 (mod p). Tedy

pokud a
p−1
2 ̸≡ 1 (mod p), pak a

p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Dohromady vid́ıme, že pokud 2 | k, pak se levá i pravá strana věty rovnaj́ı 1. Pokud 2 ∤ k,
pak se obě strany rovnaj́ı −1.

Důsledek 4.2.
(

ab
p

)
=
(

a
p

)(
b
p

)
pro a, b ∈ Z a liché prvoč́ıslo p.

D̊ukaz. Podle věty 4.1 máme(
ab

p

)
≡ (ab)

p−1
2 = a

p−1
2 b

p−1
2 ≡

(
a

p

)(
b

p

)
(mod p).

Pravá a levá strana této kongruence jsou ale 0, 1,−1, a tedy se musej́ı rovnat, když jsou
kongruentńı modulo p.

Důsledek 4.3. Bud’ p liché prvoč́ıslo. Pak(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

čili −1 je kvadratický zbytek modulo p ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4).
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D̊ukaz. Opět vyplývá z věty 4.1.

Tvrzeńı 4.4. Bud’ p liché prvoč́ıslo. Pak(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

čili 2 je kvadratický zbytek modulo p ⇐⇒ ±1 (mod 8).

D̊ukaz. Poč́ıtejme modulo p v Z[i], čili

a+ bi ≡ c+ di (mod pZ[i]) ⇔ a ≡ c (mod p), b ≡ d (mod p).

Kongruence modulo p v Z[i] budeme typicky značit prostě jako (mod p).

Binomická věta dává

(1 + i)p = 1 +

(
p

1

)
i+

(
p

2

)
i2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
ip−1 + ip ≡ 1 + ip (mod p),

protože p |
(
p
j

)
. Zároveň

(1 + i)p = (1 + i)
(
(1 + i)2

) p−1
2 = (1 + i)(2i)

p−1
2

= (1 + i)i
p−1
2 2

p−1
2

4.1≡ (1 + i)i
p−1
2

(
2

p

)
(mod p).

Budeme porovnávat pravé strany těchto dvou kongruenćı, k čemuž rozlǐśıme dva př́ıpady:
a) p ≡ 1 (mod 4). Pak ip = i a i

p−1
2 = (−1)

p−1
4 , tedy

1 + i ≡ (1 + i)(−1)
p−1
4

(
2

p

)
(mod p).

Vynásobeńım 1− i dostaneme

2 ≡ 2(−1)
p−1
4

(
2

p

)
(mod p),

což plat́ı už jako kongruence v Z. Tedy
(

2
p

)
≡ (−1)

p−1
4 (mod p). Na obou stranách

kongruence máme ±1, takže nutně máme rovnost
(

2
p

)
= (−1)

p−1
4 .

b) p ≡ −1 (mod 4). Pak ip = −i, i
p−1
2 = i−1 · i p+1

2 = −i · (−1)
p+1
4 a podobně se ukáže, že(

2
p

)
= (−1)

p+1
4 .

Kĺıčovou větou je zákon kvadratické reciprocity 4.11: Pro r̊uzná lichá prvoč́ısla p, q plat́ı(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Ten si dokážeme časem.
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4.3 Charaktery

Při poč́ıtáńı
(

2
p

)
jsme silně využili to, že (1+ i)2∥2. Podobně pro d̊ukaz kvadratické reci-

procity chceme něco, co splňuje (něco)2∥p. K tomu nám poslouž́ı charaktery a Gaussovy
součty.

Definice. Multiplikativńı charakter modulo n je grupový homomorfismus

χ : Z∗
n → C∗,

tedy zobrazeńı takové, že χ(uv) = χ(u)χ(v) pro všechna u, v ∈ Z∗
n.

Poznámka. Pro a ∈ Z∗
n máme aφ(n) = 1, a tedy 1 = χ(1) = χ

(
aφ(n)

)
= χ(a)φ(n), takže

hodnota χ(a) je φ(n)-tá odmocnina z jedné.

Př́ıklad. Z∗
5 = {1, 2, 3, 4}.

2 je primitivńı prvek modulo 5 (a 24 ≡ 1 (mod 5)), takže Z∗
5 = {20, 21, 22, 23}. Jak

vypadaj́ı charaktery modulo 5?
Pro charakter χ máme χ(2k) = (χ(2))k, takže charakter je jednoznačně určený hodnotou
χ(2), jež muśı být být čtvrtou odmocninou z 1, protože 1 = χ(1) = (χ(2))4.
Např́ıklad volbou χ(2) = i dostaneme charakter χ = χ1 takový, že

χ(1) = 1, χ(2) = i, χ(3) = χ(2)3 = −i, χ(4) = χ(2)2 = −1.

Všechny charaktery modulo 5 pak jsou dané v této tabulce:

1 2 3 4
χ0 = ε 1 1 1 1
χ1 1 i −i −1
χ2 1 −1 −1 1
χ3 1 −i i −1

Všimněme si, že χ2(a) =
(
a
5

)
je Legendre̊uv symbol modulo 5!

Mezi charaktery plat́ı r̊uzné vztahy, např́ıklad

χ2(a) = χ1(a)
2 nebo χ1(a) = χ1(a)χ2(a) = χ3(a)

pro všechna a.

Lemma 4.5. Bud’ p prvoč́ıslo, g primitivńı prvek modulo p a b ∈ Z. Pak zobrazeńı

χb : Z∗
p → C∗

gk 7→ ζkbp−1 (pro 0 ≤ k ≤ p− 2)

je charakter modulo p.
Pro 0 ≤ b ≤ p− 2 jsou tyto charaktery po dvou r̊uzné a obecně χb = χb (mod p−1).

Pokud (pro dané složené n) v grupě Z∗
n existuje primitivńı prvek g, pak podobně máme

charaktery g 7→ ζbφ(n) (kde stač́ı brát 0 ≤ b < φ(n)). Tento primitivńı prvek ale obecně
existovat nemuśı – viz d̊usledek 5.6.
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D̊ukaz. At’ u = gk, v = gl ∈ Z∗
p. Pro ověřeńı multiplikativity si uvědomme, že uv =

gk+l (mod p−1).
Pak

χb(uv) = χb(g
k+l (mod p−1)) = ζ

b(k+l (mod p−1))
p−1 = ζ

b(k+l)
p−1 = ζbkp−1ζ

bl
p−1 = χb(u)χb(v).

Uvědomme si, že ve 3. rovnosti jsme použili toho, že máme (p− 1)-ńı odmocninu ζp−1.
Zbytek d̊ukazu je jasný (charaktery jsou r̊uzné, protože maj́ı r̊uznou hodnotu χb(g)).

Definice. Množina všech charakter̊u modulo n tvoř́ı grupu, kterou znač́ıme X(Z∗
n).

Grupové operace jsou definované (pro všechna a ∈ Z∗
n) takto:

• Součin: (χ1χ2)(a) := χ1(a)χ2(a).

• Jednotka: triviálńı charakter ε(a) := 1. Ostatńı charaktery se nazývaj́ı netriviálńı.

• Inverzńı prvek: χ(a) := χ(a).

Cvičeńı. Ověřte, že jde skutečně o grupu.

Tvrzeńı 4.6. Bud’ p prvoč́ıslo. Pak X(Z∗
p) ≃ Zp−1(+).

Podobné tvrzeńı plat́ı i pro složené n, kde X(Z∗
n) ≃ Z∗

n, d̊ukaz je ale o něco složitěǰśı.

D̊ukaz. Bud’ g ∈ Z∗
p primitivńı prvek, čili Z∗

p = {1, 2, . . . , p−1} = {g0 = 1, g1, g2, . . . , gp−2}.
χ je jednoznačně určený hodnotou χ(g), což je nějaká (p − 1)-ńı odmocnina z 1, tedy
χ(g) = ζbp−1 pro nějaké b = 0, 1, . . . , p− 2. Pak χ(gj) = ζbjp−1 = χb(g

j) pro každé j, což je
charakter podle lemmatu 4.5.
Ted’ zbývá jen ověřit, že zobrazeńı

X
(
Z∗

p

)
→ Zp−1

χb 7→ b, kde χb(g) = ζbp−1,

je izomorfismus: Surjektivita a injektivita jsou jasné.
K tomu, že jde o homomorfismus, stač́ı ověřit toto: Označ́ıme-li χb charakter takový, že
χb(g

j) = ζbjp−1, pak plat́ı χb · χc = χb+c (mod p−1) (cvičeńı).

Tvrzeńı 4.7. Bud’ n > 1, χ charakter modulo n a b ∈ Z∗
n. Pak

a) ∑
a∈Z∗

n

χ(a) =

{
0, pokud χ ̸= ε,

φ(n), pokud χ = ε.

b) ∑
χ∈X(Z∗

n)

χ(b) =

{
0, pokud b ̸= 1,

φ(n), pokud b = 1.

Povšimněme si, že části a) a b) tohoto lemmatu dávaj́ı vlastně doplňkové vlastnosti: část
a) určuje, jak dopadne součet všech r̊uzných hodnot daného charakteru, zat́ımco část
b) udává, co se stane, když tutéž hodnotu dosad́ıme do všech možných charakter̊u a
výsledky sečteme.

Cvičeńı. Ověřte, že tyto vzorce funguj́ı na př́ıkladě charakter̊u modulo 5 uvedených výše.
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D̊ukaz. a) Pokud je χ netriviálńı, existuje nějaké c ∈ Z∗
n takové, že χ(c) ̸= 1. Pak máme

Z∗
n = {ac | a ∈ Z∗

n}, a tedy se rovnaj́ı množiny hodnot

{χ(a) | a ∈ Z∗
n} = {χ(ac) | a ∈ Z∗

n}.

Tedy tyto množiny maj́ı i stejné součty∑
χ(a) =

∑
χ(ac) = χ(c)

∑
χ(a),

takže

(χ(c)− 1)
∑

χ(a) = 0, a tud́ıž konečně
∑

χ(a) = 0.

Pro triviálńı charakter ε zřejmě máme
∑

ε(a) =
∑

1 = φ(n), protože v obou sumách
sč́ıtáme přes právě φ(n) prvk̊u Z∗

n.

b) Tuto část dokážeme jen pokud n = p je prvoč́ıslo.

Pokud b ̸= 1, pak charakter χ1 splňuje, že χ1(b) ̸= 1 (cvičeńı).

Tedy podobně jako v části a) máme∑
χ∈X(Z∗

p)

χ(b) =
∑

χ∈X(Z∗
p)

(χχ1)(b) = χ1(b)
∑

χ∈X(Z∗
p)

χ(b),

což opět implikuje
∑

χ∈X(Z∗
p)
χ(b) = 0, protože χ1(b) ̸= 1.

Konečně
∑

χ∈X(Z∗
p)
χ(1) =

∑
χ∈X(Z∗

p)
1 = |X(Z∗

p)| = p− 1 d́ıky lemmatu 4.6.

Poznámka. Využili jsme obecného pozorováńı, že je-li G grupa a g0 ∈ G, pak {g ∈ G} =
{gg0 | g ∈ G}.
Např́ıklad takto taky

∑
a∈Zn

ζan = 0, protože
∑

ζan =
∑

ζa+1
n = ζn

∑
ζan.

4.4 Gaussovy součty

Definice. At’ χ ∈ X(Z∗
n) je charakter modulo n. Gauss̊uv součet charakteru χ je

g(χ) =
∑
a∈Z∗

n

χ(a)ζan, kde ζn = e
2πi
n .

Všimněme si, že dává smysl sč́ıtat přes Z∗
n, čili že pokud a ≡ b (mod n), pak také

χ(a)ζan = χ(b)ζbn (protože ζnn = 1 a χ je charakter modulo n).

Pokud n = p je prvoč́ıslo, pak

g(ε) =
∑
a∈Z∗

p

ζap =

∑
a∈Zp

ζap

− ζ0p = 0− 1 = −1.

Tvrzeńı 4.8. Bud’ χ netriviálńı charakter modulo prvoč́ıslo p. Pak |g(χ)| = √
p.
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D̊ukaz. Chceme dokázat, že g(χ) · g(χ) = p.

Pro y ∈ Z∗
p máme χ(y) = χ(y−1) a ζyp = ζ−y

p , takže

g(χ)g(χ) =

(∑
x

χ(x)ζxp

)
·

(∑
y

χ(y−1)ζ−y
p

)
=
∑
x,y

χ(xy−1)ζx−y
p ,

kde sč́ıtáme přes uspořádané dvojice (x, y) ∈ Z∗
p × Z∗

p. Abychom tento součet spoč́ıtali,
uděláme vhodnou substituci.
Bud’ z = xy−1, čili x = zy.
Máme (x, y) ∈ Z∗

p×Z∗
p, právě když (xy

−1, y) ∈ Z∗
p×Z∗

p. Tedy můžeme sč́ıtat přes dvojice
(z, y):

g(χ)g(χ) =
∑

(z,y)∈Z∗
p×Z∗

p

χ(z)ζy(z−1)
p =

∑
z∈Z∗

p

χ(z) ·
∑
y∈Z∗

p

ζy(z−1)
p

 = ♡.

Máme dvě možnosti pro hodnotu vnitřńı sumy:
a) z = 1. Pak ζ

y(z−1)
p = ζ0p = 1 pro všechna y. Zároveň χ(1) = 1, takže dostaneme

1 ·
∑
y∈Z∗

p

1 = p− 1.

b) z ̸= 1. Pak z − 1 je invertibilńı modulo p, takže
{
y(z − 1) (mod p) | y ∈ Z∗

p

}
= Z∗

p.
Tud́ıž př́ıslušný člen v závorce ve ♡ je

χ(z) ·
∑
a∈Z∗

p

ζap = χ(z) · (−1) = −χ(z).

Dohromady dostáváme

♡ = p− 1−
∑
z ̸=1

χ(z) = p− 1− (−1) = p,

protože
∑

z∈Zp
χ(z) = 0.

Připomeňme, že Legendre̊uv symbol
(

a
p

)
dává charakter

χ : Z∗
p → {±1} ⊂ C∗

a 7→ χ(a) =

(
a

p

)
Tvrzeńı 4.7 pak např́ıklad implikuje (pro liché prvoč́ıslo p), že

∑
a∈Zp

(
a
p

)
= 0 (což je ale

jasné, protože zbytk̊u je stejně jako nezbytk̊u).

Definice. Bud’ p liché prvoč́ıslo. Kvadratický Gauss̊uv součet je

S :=
∑
a∈Z∗

p

(
a

p

)
ζap .

Jedná se tedy o Gauss̊uv součet odpov́ıdaj́ıćı charakteru
(

·
p

)
.
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Lemma 4.9. Bud’ p liché prvoč́ıslo. Pak S = i
p−1
2 · r pro r = ±√

p.

Je dobré si rozmyslet, co lemma ř́ıká v závislosti na p (mod 4):

Pokud p ≡ 1 (mod 4), pak p−1
2

je sudé, čili i
p−1
2 = ±1 a lemma ř́ıká, že S ∈ R.

Naopak pokud p ≡ 3 (mod 4), pak S ∈ iR lež́ı na imaginárńı ose.

D̊ukaz. Rozlǐśıme dva př́ıpady podle p (mod 4).

a) p ≡ 1 (mod 4). Pak
(

−1
p

)
= 1 podle tvrzeńı 4.4, a tedy

(
a
p

)
=
(

−a
p

)
a(

a

p

)
ζap +

(
−a

p

)
ζ−a
p =

(
a

p

)
· (ζap + ζ−a

p ) ∈ R,

protože ζ−a
p je komplexně sdružené č́ıslo k ζap .

S je součet takovýchto výraz̊u pro a = 1, . . . , p−1
2
, takže S ∈ R, což sed́ı s t́ım, že p−1

2
je

sudé, čili i
p−1
2 ∈ R.

b) p ≡ 3 (mod 4). Podobně máme
(

−1
p

)
= −1. Ted’(

a

p

)
ζap +

(
−a

p

)
ζ−a
p =

(
a

p

)
· (ζap − ζ−a

p ) ∈ iR.

Toto opět plat́ı pro všechna a, takže S ∈ iR, což sed́ı.

Konečně v obou př́ıpadech d́ıky tvrzeńı 4.8 v́ıme, že |S| = √
p, tedy máme |r| = √

p.

Důsledek 4.10. Bud’ p liché prvoč́ıslo. Pak S2 =
(

−1
p

)
· p.

D̊ukaz. Podle lemmatu 4.9 máme S2 = (−1)
p−1
2 · r2 =

(
−1
p

)
· p.

Toto je obdoba vztahu 2 = −i · (1 + i)2 z d̊ukazu tvrzeńı 4.4.
Dokonce se dá př́ımo určit i S: Plat́ı

S =

{√
p, pokud p ≡ 1 (mod 4)

i
√
p, pokud p ≡ 3 (mod 4)

(zat́ımco my toto v́ıme v obou př́ıpadech až na ±).

4.5 Zákon reciprocity

Už se konečně můžeme pustit do d̊ukazu zákona reciprocity.

Věta 4.11 (Kvadratická reciprocita). Bud’te p, q r̊uzná lichá prvoč́ısla. Potom(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .

K d̊ukazu potřebujeme pracovat v okruhu

R = Z[ζp] :=

{
N∑
j=0

ajζ
j
p | N ∈ N0, aj ∈ Z

}
,

kde stejně jako v celé sekci je p liché prvoč́ıslo a ζp = e2πi/p.
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Tvrzeńı 4.12. Máme

R = Z[ζp] = {a0 + a1ζp + · · ·+ ap−2ζ
p−2
p | aj ∈ Z}

a

a0 + · · ·+ ap−2ζ
p−2
p = 0 ⇔ a0 = · · · = ap−2 = 0.

D̊ukaz. Plat́ı ζp−1
p = −ζp−2

p − . . .− ζp − 1, a tedy pro j ≥ p− 1 máme ζjp = −ζj−1
p − . . .−

ζ
j−(p−1)
p . Každý výraz

∑N
j=0 ajζ

j
p jde tedy postupně přepsat tak, že zmiźı všechny členy

ζjp pro j ≥ p− 1.

At’ a0 + · · · + ap−2ζ
p−2
p = 0. Tedy polynom A(x) := a0 + a1x + · · · + ap−2x

p−2 má kořen
ζp. Podle lemmatu 3.4 je cyklotomický polynom tp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1 ireducibilńı a
má také kořen ζp.
Tedy NSDQ[x](A(x), tp(x)) = tp(x) (protože tyto polynomy nejsou nesoudělné a NSD |
tp). To znamená, že tp(x) | A(x), ale stupeň tp je větš́ı než stupeň A. Takže muśı j́ıt o
nulový násobek A(x) = 0 · tp(x) = 0.

Definice. Podobně jako v d̊ukazu tvrzeńı 4.4 budeme potřebovat poč́ıtat modulo ωR, kdy
pro α, β ∈ R ř́ıkáme, že α ≡ β (mod ωR), pokud ω děĺı α−β v R, čili ∃γ ∈ R : α−β = ωγ
(neboli α− β ∈ ωR, proto značeńı).

Důsledek 4.13. Mějme a, b, n ∈ Z, n > 0. Pak a ≡ b (mod nZ), právě když a ≡ b
(mod nR).

D̊ukaz.
”
⇒“ Máme a − b = nc pro nějaké c ∈ Z. Zároveň taky c ∈ R, takže a ≡ b

(mod nR).

”
⇐“ At’ a− b = nγ pro nějaké γ ∈ R, γ = a0 + · · ·+ ap−2ζ

p−2
p . Tedy

(na0 − a+ b) + na1ζp + · · ·+ nap−2ζ
p−2
p = 0,

přičemž všechny koeficienty jsou zjevně v Z. Podle tvrzeńı 4.12 jsou tedy všechny koefi-
cienty rovné 0, takže speciálně na0 − a+ b = 0.
Máme tedy a− b = na0, kde a0 ∈ Z, čili a ≡ b (mod nZ), jak jsme chtěli.

Už se konečné můžeme pustit do d̊ukazu kvadratické reciprocity!

D̊ukaz věty 4.11. Uvažujme kvadratický Gauss̊uv součet

S =
∑
a∈Z∗

p

(
a

p

)
· ζap .

Spoč́ıtáme Sq modulo qR dvěma zp̊usoby:

a) Máme Sq = S · Sq−1 a dále

Sq−1 =
(
S2
) q−1

2 4.10
=

(
−1

p

) q−1
2

· p
q−1
2

4.4
= (−1)

p−1
2

q−1
2 · p

q−1
2 .
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Podle věty 4.1 máme p
q−1
2 ≡

(
p
q

)
(mod qZ). Tato kongruence tedy také plat́ı modulo

qR podle d̊usledku 4.13. Dohromady dostáváme

Sq ≡ S · (−1)
p−1
2

q−1
2

(
p

q

)
(mod qR).

b) Po roznásobeńı (x1 + · · ·+ xk)
q jsou všechny koeficienty, vyjma těch u xq

i , dělitelné q,
jak se dokáže indukćı z binomické věty (cvičeńı). Tedy mod qR máme:

Sq =

∑
a∈Z∗

p

(
a

p

)
ζap

q

≡
∑
a∈Z∗

p

(
a

p

)q

ζaqp
q liché
=

∑
a∈Z∗

p

(
a

p

)
ζaqp =

∑
a∈Z∗

p

(
aq2

p

)
ζaqp

=

(
q

p

)
·
∑
a∈Z∗

p

(
aq

p

)
ζaqp

b=aq
=

(
q

p

)
·
∑
b∈Z∗

p

(
b

p

)
ζbp =

(
q

p

)
· S (mod qR).

Porovnáńım a) a b) vid́ıme, že

uS ≡ 0 (mod qR), kde u := (−1)
p−1
2

q−1
2

(
p

q

)
−
(
q

p

)
.

Zřejmě u = 0, 2,−2, protože jde o rozd́ıl dvou č́ısel, jež jsou obě ±1.
My chceme dokázat, že u = 0, at’ tedy pro spor u = ±2.

Pak 2S ≡ 0 (mod qR). Prvoč́ıslo q = 2k + 1 je liché, takže

S ≡ −2k · S = −k · (2S) ≡ 0 (mod qR).

Využit́ım d̊usledku 4.10 pak máme
(

−1
p

)
· p = S2 ≡ S · 0 = 0 (mod qR), takže p ≡ 0

(mod qR). Důsledek 4.13 pak implikuje p ≡ 0 (mod qZ), což je spor.

Tedy u = 0 a věta je dokázaná.

4.6 Jacobiho symbol

Zákon kvadratické reciprocity se využ́ıvá k výpočtu Legendreova symbolu
(

a
p

)
, kde

můžeme předpokládat a < p. Abychom mohli použ́ıt reciprocitu, bud’ a = pe11 · · · pekk
je prvoč́ıselný rozklad a.
Pak podle d̊usledku 4.2 máme(

a

p

)
=

(
p1
p

)e1

· · ·
(
pk
p

)ek

,

stač́ı tedy určit
(

pi
p

)
. Je-li nějaké z prvoč́ısel 2, použijeme tvrzeńı 4.4.

Pro liché prvoč́ıslo pi př́ıslušný člen pomoćı reciprocity převedeme na výpočet
(

p
pi

)
=(

p mod pi
pi

)
, č́ımž si pomůžeme, protože pi < a < p.
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Opět můžeme b := p mod pi rozložit na prvoč́ısla atd. Postupně se č́ısla snižuj́ı, takže
časem skonč́ıme a dostaneme výsledek.

Tento postup funguje, ale má dva problémy:
Jednak se nám potenciálně výpočet hodně větv́ı a nar̊ustá počet př́ıpad̊u, které uvažujeme.
Ale zejména je potřeba rozkládat na součin prvoč́ısel, což je výpočetně velmi náročné!

Hodilo by se tedy postup vylepšit tak, aby nevyžadoval rozklad na prvoč́ısla (č́ımž by se
zároveň vyřešil i prvńı z problémů). To je možné pomoćı Jacobiho symbolu.

Definice. Mějme celé č́ıslo a a liché přirozené č́ıslo n. Jacobiho symbol
(
a
n

)
definujeme

jako (a
n

)
=

(
a

q1

)
· · ·
(

a

qk

)
,

kde n = q1 · · · qk je součin (ne nutně r̊uzných) prvoč́ısel a výrazy na pravé straně jsou
Legendreovy symboly.
Také definujeme

(
a
1

)
= 1.

Pozor!
(

2
15

)
=
(
2
3

)
·
(
2
5

)
= (−1)(−1) = 1, ale x2 ≡ 2 (mod 15) nemá řešeńı.

Hodnota Jacobiho symbolu tedy může být 1 i pokud a je kvadratický nezbytek modulo
složené č́ıslo n.

Věta 4.14 (Vlastnosti Jacobiho symbolu). Mějme celá č́ısla a, b ∈ Z a lichá přirozená
n,m ∈ N. Pak:
a) ( a

nm

)
=
(a
n

)( a

m

)
,

(
ab

n

)
=
(a
n

)( b

n

)
.

b)

a ≡ b (mod n) ⇒
(a
n

)
=

(
b

n

)
.

c) (
−1

n

)
= (−1)

n−1
2 ,

(
2

n

)
= (−1)

n2−1
8 .

d) ( n

m

)
= (−1)

n−1
2

m−1
2

(m
n

)
Jacobiho symbol tedy má stejné základńı vlastnosti jako Legendre̊uv symbol.

Všimněme si, že d́ıky posledńı vlastnosti d) můžeme
”
převracet“ Jacobiho symboly ve

výpočtu bez nutnosti faktorizovat! Potřebujeme jenom umět hledat rozklady tvaru a =
2e · b pro liché b, což neńı problém.

Důkaz část́ı a), b) je jasný. Ke zbytku se nám bude hodit toto lemma:

Lemma 4.15. At’ jsou a1, . . . , ak lichá celá č́ısla. Pak:

a1 − 1

2
+ · · ·+ ak − 1

2
≡ a1 · · · ak − 1

2
(mod 2),

a21 − 1

8
+ · · ·+ a2k − 1

8
≡ (a1 · · · ak)2 − 1

8
(mod 8).
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D̊ukaz. Cvičeńı. Dokáže se indukćı podle k, k čemuž je kĺıčem př́ıpad

k = 2 :
a1a2 − 1

2
− a1 − 1

2
− a2 − 1

2
=

(a1 − 1)(a2 − 1)

2
≡ 0 (mod 2),

protože 2 | ai − 1.
Druhý vztah podobně plat́ı d́ıky tomu, že 8 | a2i − 1.

D̊ukaz věty 4.14. At’ n = q1 · · · qk, kde qi jsou lichá prvoč́ısla (ne nutně r̊uzná).

c) (
−1

n

)
def
=
∏(

−1

qi

)
4.4
= (−1)

q1−1
2

+···+ qk−1

2
4.15
= (−1)

q1···qk−1

2 .

Vzoreček pro
(
2
n

)
se dokáže podobně (cvičeńı).

d) At’ m = p1 · · · pl, kde pj jsou lichá prvoč́ısla.

Pokud (n,m) ̸= 1, pak pi = qj pro nějaká i, j, a tedy
(
n
m

)
obsahuje

(
qj
pi

)
= 0 a

(
m
n

)
obsahuje

(
pi
qj

)
= 0. Obě strany d) se tedy v tomto př́ıpadě rovnaj́ı 0.

At’ dále (n,m) = 1. Máme

(m
n

)
=
∏
i,j

(
pi
qj

)
,
( n

m

)
=
∏
i,j

(
qj
pi

)
.

Podle kvadratické reciprocity pro Legendre̊uv symbol 4.11 v́ıme, že(
pi
qj

)(
qj
pi

)
= (−1)

pi−1

2
·
qj−1

2 .

Tedy ( n

m

)(m
n

)
= (−1)s,

kde

s :=
∑
i,j

pi − 1

2
· qj − 1

2
=

(∑
i

pi − 1

2

)
·

(∑
j

qj − 1

2

)
4.15≡ p1 · · · pl − 1

2
· q1 · · · qk − 1

2
=

m− 1

2
· n− 1

2
(mod 2).

T́ım jsme tedy dokázali, že( n

m

)(m
n

)
= (−1)s = (−1)

m−1
2

·n−1
2

a d̊ukaz je hotov – pokud jsou m,n nesoudělná, Jacobiho symboly jsou ±1, takže jeden
z nich můžeme přehodit na druhou stranu rovnosti.
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4.7 Prvoč́ısla tvaru a2 + 2b2

Pomoćı Legendreových symbol̊u můžeme rozš́ı̌rit větu 3.2, která popisovala prvoč́ısla
tvaru a2 + b2.

Tvrzeńı 4.16. Bud’ p ∈ N prvoč́ıslo. Pak p = a2 + 2b2 pro nějaká a, b ∈ Z, právě když
p = 2 nebo p ≡ 1, 3 (mod 8).

D̊ukaz. Dokážeme jen těžš́ı implikaci zprava doleva (v př́ıpadě p ≡ 1, 3 (mod 8)), tu
druhou necháme jako cvičeńı.
Okruh Z

[√
−2
]
je eukleidovský, a proto i gaussovský.

Stejně jako v lemmatu 3.1 se dokáže: p = a2 + 2b2, právě když p neńı prvočinitel v
Z
[√

−2
]
.

Předpokládejme ted’ pro spor, že p ≡ 1, 3 (mod 8) je prvočinitel v Z
[√

−2
]
.

Výpočtem s Legendreovými symboly pro p ≡ 1, 3 (mod 8) dostaneme
(

−2
p

)
=
(

−1
p

)
·(

2
p

)
= 1 (cvičeńı).

Tedy existuje x takové, že x2 ≡ −2 (mod p), čili p | x2 + 2 = (x +
√
−2)(x −

√
−2) v

Z
[√

−2
]
.

Podle předpokladu je p prvočinitel v Z
[√

−2
]
, takže p | x ±

√
−2. Tedy x ±

√
−2 =

p · (c+ d
√
−2), odkud ale porovnáńım imaginárńıch část́ı dostaneme, že ±1 = pd, což je

spor.

Poznamenejme, že obecně se kolem zkoumáńı toho, která prvoč́ısla jsou tvaru a2+nb2 pro
dané přirozené č́ıslo n rozvinula bohatá teorie. Pro seznámeńı se s ńı doporučuji kńıžku
od Coxe nebo přednášku Kvadratické formy a tř́ıdová tělesa I.
David A. Cox, Primes of the Form x2 + ny2: Fermat, Class Field Theory, and Complex
Multiplication, Wiley, 1989.
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMAG455

https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMAG455


5. Testováńı prvoč́ıselnosti

V prvńı části této kapitoly poṕı̌seme obecný princip pravděpodobnostńıch test̊u prvoč́ıselnosti
a několik konkrétńıch test̊u založených na látce z předchoźıch kapitol.

Ve druhé části kapitoly pak využijeme strukturu Z∗
n k sestrojeńı lepš́ıho testu prvoč́ıselnosti.

5.1 Opakováńı a Fermat̊uv test

Připomeňme, že Eulerova funkce φ(n) udává počet přirozených č́ısel k, 1 ≤ k ≤ n, jež
jsou nesoudělná s n. Plat́ı:

• φ(n) = |Z∗
n|.

• φ(n) = n
∏

p|n

(
1− 1

p

)
, kde násob́ıme přes všechna prvoč́ısla p, která děĺı n.

• Malá Fermatova věta. ap−1 ≡ 1 (mod p), pokud je p prvoč́ıslo a (a, p) = 1.

• Eulerova věta. aφ(n) ≡ 1 (mod n), pokud (a, n) = 1.

• n =
∑

d|n φ(d), kde sč́ıtáme přes všechna přirozená č́ısla d, která děĺı n.

Fermat̊uv test prvoč́ıselnosti. Bud’ a,N ∈ N, (N, a) = 1. Pokud aN−1 ̸≡ 1 (mod N), pak
je N složené.

Existuj́ı ale Carmichaelova č́ısla, pro něž aN−1 ≡ 1 (mod N) plat́ı pro všechna a. Nejmenš́ı
z nich je 561 = 3 · 11 · 17 (cvičeńı).

Fermat̊uv test tedy obecně nefunguje, zanedlouho si ale poṕı̌seme jeho vylepšenou verzi,
tzv. Rabin–Miller̊uv test.

5.2 Pravděpodobnostńı testy obecně

Napřed si ale popǐsme obecnou myšlenku pravděpodobnostńıch test̊u prvoč́ıselnosti.

Předpokládejme, že máme nějaký efektivńı algoritmus Aa(N), který v závislosti na pa-
rametru a částečně testuje, jestli je přirozené č́ıslo N prvoč́ıslo.

Výstupem algoritmu je bud’
”
N je složené“ nebo

”
N je možná prvoč́ıslo“, a to:

• Pokud N je prvoč́ıslo, pak algoritmus vždy odpov́ı
”
N je možná prvoč́ıslo“.

• Pokud N je složené, pak algoritmus odpov́ı
”
N je složené“ s pravděpodobnost́ı ≥ α

(a jinak odpov́ı
”
N je možná prvoč́ıslo“).

Přičemž α je nějaká fixńı pravděpodobnost nezávislá na a ani N , např. α = 0, 5 nebo
α = 0, 1.

44
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Tedy o prvoč́ıslech algoritmus nikdy nelže, kdežto u složených č́ısel může dát obě odpovědi
(ale pokud odpov́ı, že N je složené, tak je to pravda).
Pokud byla odpověd’

”
N je složené“, pak také ř́ıkáme, že a je svědek složenosti N ; pokud

je odpověd’
”
N je možná prvoč́ıslo“ (a N je složené), pak a je lhář.

Fermat̊uv test, v němž testujeme, jestli aN−1 ≡ 1 (mod N), je skoro takovýmto testem
– až na to, že pro Carmichaelova č́ısla skoro žádńı svědci neexistuj́ı (jedińı svědci jsou
soudělńı (a,N) > 1, ale stejně je pro ně pravděpodobnost odhaleńı složeného č́ısla α = 0).
Poznamenejme, že tento test je efektivńı, protože umocňovat modulo N umı́me rychle.
Pro detaily viz kurz Algebry, ale základńı myšlenka je založená na tom, že napřed spoč́ı-
táme hodnoty a2 (mod N), a4 (mod N), a8 (mod N), . . . postupným umocňováńım na
druhou. Č́ıslo n potom vyjádř́ıme ve dvojkové soustavě, takže k výpočtu an (mod N)
stač́ı vynásobit př́ıslušné hodnoty a2

j
(mod N).

Tyto výpočty nav́ıc jde zrychlit použit́ım rychlého násobeńı (např.) založeného na diskrétńı
Fourierově transformaci.

Mohlo by se zdát, že test s pravděpodobnost́ı úspěchu třeba α = 0, 5 je na nic. Výhodou
ale je, že test můžeme opakovat pro r̊uzné volby parametru a! Když takto vyzkouš́ıme 10
r̊uzných a (která muśı být zvolená náhodně tak, aby př́ıslušné experimenty byly nezávislé),
tak hned máme pravděpodobnost odhaleńı složeného č́ısla 1− 0, 510 = 0, 999.
Se zvyšuj́ıćım počtem opakováńı testu tedy umı́me dostat libovolně velkou pravděpodobnost
úspěchu, což pro praktické účely stač́ı.

5.3 Solovay–Strassen̊uv test prvoč́ıselnosti

Je-li N liché složené č́ıslo, nemuśı platit
(

a
N

)
≡ a

N−1
2 (mod N) (kdežto pro prvoč́ıslo to

platit muśı). Obě strany této kongruence umı́me rychle poč́ıtat (tu levou pomoćı kvad-
ratické reciprocity pro Jacobiho symboly), takže můžeme zkoušet r̊uzná a a testovat to,
což dává Solovay–Strassen̊uv test prvoč́ıselnosti.
Je-li N složené, tak vždy existuje a, pro které plat́ı

(
a
N

)
̸≡ a

N−1
2 (mod N); dokonce

většina a (mod N) má tuto vlastnost.
Tento test prvoč́ıselnosti je tedy pravděpodobnostńı: pokud najdeme jediný protipř́ıklad
na
(

a
N

)
≡ a

N−1
2 (mod N), tak v́ıme, že N je složené. Naopak pokud vyzkouš́ıme dost

r̊uzných a, pak můžeme ř́ıct, že N je s vysokou pravděpodobnost́ı prvoč́ıslo.

Formálně, pro N přirozené a (a,N) = 1,

algoritmus Aa(N) vrát́ı

{
N je složené, pokud

(
a
N

)
̸≡ a

N−1
2 (mod N),

N je možná prvoč́ıslo, pokud
(

a
N

)
≡ a

N−1
2 (mod N).

Přičemž pravdědobnost odhaleńı složeného č́ısla α = 0, 5 (toto je samozřejmě potřeba
dokázat, můžete zkusit jako cvičeńı).

Dokonce za předpokladu platnosti zobecněné Riemannovy hypotézy jde takto sestavit
deterministický polynomiálńı test prvoč́ıselnosti.
Historicky byl tento test poměrně významný, později ho ale zast́ınil Rabin–Miller̊uv test
(viz sekci 5.7).
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Pro v́ıce detail̊u o tomto testu viz článek Keitha Conrada nebo bakalářku Sáry Vyhnalové.

https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/solovaystrassen.pdf

https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/209396/

Poznamenejme, že na podobné myšlence je založený také Goldwasser–Micaliho krypto-
systém. Jednotlivé bity zprávy jsou v něm kódované pomoćı hodnot a (mod pq) (pro

velká prvoč́ısla p, q) takových, že Jacobiho symbol
(

a
pq

)
= 1, přičemž a kóduje 0, pokud

je to kvadratický zbytek modulo pq, a 1, pokud jde o nezbytek. Viz např́ıklad

https://en.wikipedia.org/wiki/Goldwasser%E2%80%93Micali cryptosystem

5.4 Primitivńı prvky pro pokročilé

V sekci 4.1 jsme už potkali základńı verzi primitivńıch prvk̊u. Jejich algebraická formulace
je následuj́ıćı:

Primitivńı prvky. Bud’ p prvoč́ıslo. Pak Z∗
p(·) ≃ Zp−1(+) je cyklická grupa, libovolný jej́ı

generátor se nazývá primitivńı prvek. Jde o speciálńı př́ıpad věty 5.1, jej́ıž d̊ukaz je ńıže
(ale bere se také na Algebře).

Jak to je se strukturou Z∗
n pro složené n?

Čı́nská zbytková věta. Zn ≃ Zp
e1
1
×· · ·×Zp

ek
k

jako okruh, kde n = pe11 · · · pekk a izomorfismus

je daný zobrazeńım a 7→ (a (mod pe11 ), . . . , a (mod pekk )).

Proto Z∗
n ≃ Z∗

p
e1
1
× · · · × Z∗

p
ek
k

(cvičeńı).

Tedy stač́ı určit strukturu Z∗
pe , což ted’ uděláme.

Napřed si ale ještě pro úplnost uved’me i d̊ukaz existence primitivńıch prvk̊u modulo p.

Věta 5.1. Bud’ K těleso a G konečná podgrupa multiplikativńı grupy K∗(·). Pak je G
cyklická.

Speciálně jde věta použ́ıt pro podgrupu Z∗
p tělesa Zp.

D̊ukaz. Bud’ n řád (= počet prvk̊u) grupy G. Podle Lagrangeovy věty pak řád každého
prvku g ∈ G děĺı n. Pro d | n bud’ τ(d) počet prvk̊u řádu d v G. Zřejmě pak n =

∑
d|n τ(d),

kde sč́ıtáme přes všechna přirozená č́ısla d, která děĺı n.

Chceme dokázat, že τ(d) ≤ φ(d) pro každé d | n, protože pak n =
∑

d|n τ(d) =
∑

d|n φ(d)

implikuje, že dokonce τ(d) = φ(d) pro každé d | n. Každý z τ(n) = φ(n) prvk̊u řádu
rovného n pak generuje G.

Pro spor tedy předpokládejme, že τ(d) > φ(d) pro nějaké d | n. Využijeme toho, že každý
prvek řádu d v G je kořenem polynomu xd − 1 nad tělesem K.

Bud’ g nějaký prvek řádu d. Pak i každý z d prvk̊u cyklické grupy {gi | 0 ≤ i < d} ≃ Zd

je kořenem polynomu xd − 1 (nebot’ (gi)d = (gd)i = 1i = 1).

Ovšem cyklická grupa Zd obsahuje právě φ(d) prvk̊u řádu rovného d – jsou to přesně gi

pro (i, d) = 1 (cvičeńı). Protože τ(d) > φ(d), muśı v G ležet nějaký prvek h, který má
také řád d, ale který nelež́ı v {gi | 0 ≤ i < d} ≃ Zd.

Dostali jsme, že polynom xd − 1 nad tělesem K má stupeň d, ale aspoň d + 1 kořen̊u, a
sice g0, g1, . . . , gd−1, h, což je spor.

https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/solovaystrassen.pdf
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/209396/
https://en.wikipedia.org/wiki/Goldwasser%E2%80%93Micali_cryptosystem
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5.5 Valuace a mocniny

Pro př́ı̌st́ı sekci si ted’ ještě připrav́ıme dvě pomocná tvrzeńı o valuaćıch.

Lemma 5.2.
a) vp(p

s − a) = vp(a) pro každé s ≥ 1, 1 ≤ a < ps.
b) vp

((
ps

k

))
= s− vp(k) pro každé s ≥ 0, 1 ≤ k ≤ ps.

D̊ukaz.
a) At’ a = pjb, kde j = vp(a) (tedy p ∤ b). Protože 1 ≤ a < ps, máme j < s. Tedy
ps − a = ps − pjb = pj(ps−j − b). Protože p ∤ ps−j − b, dostáváme vp(p

s − a) = j.

b) Máme
(
ps

k

)
= ps(ps−1)(ps−2)...(ps−(k−1))

1·2···(k−1)k
.

Dále podle části a) máme vp(p
s − a) = vp(a) pro a = 1, 2, . . . , k − 1, takže se nám skoro

všechny valuace ve zlomku odečtou:

vp

(
ps

k

)
= vp(p

s) + vp(p
s − 1) +vp(p

s − 2) + . . .+ vp(p
s − (k − 1))

− vp(1) −vp(2)− . . .− vp(k − 1)− vp(k) = vp(p
s)− vp(k).

Tvrzeńı 5.3.
a) Bud’ p liché prvoč́ıslo a e ≥ 2. Pak

(1 + p)p
e−2 ≡ 1 + pe−1 (mod pe).

b) At’ e ≥ 3. Pak

52
e−3 ≡ 1 + 2e−1 (mod 2e).

D̊ukaz.
a) Podle binomické věty máme

(1 + p)p
e−2

= 1 + pe−2p+

(
pe−2

2

)
p2 + · · ·+

(
pe−2

pe−2

)
pp

e−2

.

Chceme: pe |
(
pe−2

k

)
pk pro ∀k ≥ 2, protože pak na pravé straně kongruence z̊ustanou jen

prvńı dva členy.

Lemma 5.2b) dává vp

((
pe−2

k

)
pk
)
= e−2−vp(k)+k. Aby toto bylo větš́ı než e, potřebujeme

k ≥ vp(k) + 2.
At’ k = pjl, p ∤ l. Pak 2 + vp(k) = 2 + j a k ≥ pj, čili chceme pj ≥ 2 + j. To se dokáže
snadno indukćı.

b) Dokáže se podobně jako část a) umocněńım rozkladu 5 = 1 + 4: cvičeńı.

5.6 Multiplikativńı grupa modulo pe

Bud’ p prvoč́ıslo a e ≥ 1. Pak

|Z∗
pe| = φ(pe) = (p− 1)pe−1.
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Zároveň Z∗
p(·) ≃ Zp−1(+). Jaká je struktura pro e ≥ 2?

Budeme často pracovat s řádem prvku g v grupěG. Připomeňme, že t́ım mysĺıme nejmenš́ı
přirozené č́ıslo m takové, že gm = 1; často ho budeme značit jako ord g.
Také když budeme mluvit o Z∗

n jako o grupě, mysĺıme t́ım vždy multiplikativńı grupu
Z∗

n(·). Naopak Zn mysĺıme vždy aditivńı grupu Zn(+).

Lemma 5.4. a) Je-li p liché prvoč́ıslo, pak množina

P :=
{
1 + ap | 0 ≤ a < pe−1

}
< Z∗

pe

tvoř́ı cyklickou podgrupu Z∗
pe, která má řád pe−1 a je generovaná prvkem 1 + p.

b) P := {1+4a | 0 ≤ a < 2e−2} je cyklická podgrupa Z∗
2e řádu 2e−2 generovaná prvkem 5.

D̊ukaz. a) Máme

(1 + ap)(1 + bp) = 1 + (a+ b+ abp)p = 1 +
[
(a+ b+ abp) (mod pe−1)

]
p ∈ P,

takže P je uzavřené na násobeńı. P je tedy podgrupa d́ıky následuj́ıćımu cvičeńı; jej́ı řád
je zřejmě pe−1.

Cvičeńı (z algebry). Bud’ G(·) konečná grupa a P jej́ı podmnožina, která je uzavřená na
násobeńı. Pak je P podgrupa G.

Prvek 1 + p patř́ı do P , takže ord(1 + p) | pe−1 podle Lagrangeovy věty. Tvrzeńı 5.3a)
ale ř́ıká, že (1 + p)p

e−2 ̸= 1 v Z∗
pe . Tedy jediná možnost je ord(1 + p) = pe−1, takže 1 + p

generuje P .
b) Analogicky.

Věta 5.5.
a) Je-li p liché prvoč́ıslo a e ≥ 1, pak

Z∗
pe(·) ≃ Zp−1(+)× Zpe−1(+) ≃ Z(p−1)pe−1(+)

je cyklická grupa.
b) Je-li e ≥ 2, pak

Z∗
2e(·) ≃ Z2(+)× Z2e−2(+).

Toto neńı cyklická grupa, pokud e ≥ 3.

D̊ukaz. Druhá část je o něco lehč́ı dokázat, takže s ńı začněme.
b) Každý prvek v Z∗

2e je kongruentńı 1 nebo −1 (mod 4), a tedy jde vyjádřit jednoznačně
jako

±1 · (1 + 4a) pro nějaké 0 ≤ a < 2e−2.

Podle předchoźıho lemmatu 5.4b) je dále

P = {1 + 4a | 0 ≤ a < 2e−2} = {5j | j = 0, . . . , 2e−2 − 1} < Z∗
2e .

Tedy každý prvek Z∗
2e je tvaru (−1)i5j pro jednoznačné i = 0, 1; j = 0, . . . , 2e−2 − 1.

Máme tedy zobrazeńı

Z2 × Z2e−2 → Z∗
2e

(i, j) 7→ (−1)i5j,
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což je bijekce a zřejmě i homomorfismus.
Nejedná se o cyklickou grupu, protože každý prvek Z2×Z2e−2 má řád nejvýše 2e−2 (protože
2e−2(i, j) = 0 v Z2 × Z2e−2).

a) K d̊ukazu prvńı části využijeme následuj́ıćıho lemmatu; nalezený prvek u bude hrát
roli prvku −1 z d̊ukazu předchoźı části.

Lemma. Existuje prvek u ∈ Z∗
pe takový, že ord(u) = p− 1.

D̊ukaz. Bud’ g ∈ Z∗
p primitivńı prvek. Máme surjekci

π : Zpe → Zp; a 7→ a (mod p).

Bud’ v ∈ Zpe nějaký vzor g, tedy π(v) = g. Protože p ∤ g, také p ∤ v, čili v ∈ Z∗
pe .

Bud’ k řád prvku v v Z∗
pe . Pak v Z∗

p plat́ı 1 = π(vk) = (π(v))k = gk. Jelikož g má řád
p− 1, tak p− 1 | k, proto at’ k = (p− 1)l. Pak prvek u = vl má řád k/l = p− 1 v Z∗

pe .

Připomeňme, že podle lemmatu 5.4a)

P = {1 + ap | 0 ≤ a < pe−1} = {(1 + p)j | 0 ≤ j < pe−1}.

Uvažujme nyńı prvek ui pro nějaké i = 1, . . . , p− 2. Tento prvek má řád, který děĺı p− 1
a je ostře větš́ı než 1. Tedy ord(ui) neńı mocninou p, takže ui ̸∈ P .
Pod́ıvejme se ted’ množinu

M = {ui(1 + p)j | i = 0, . . . , p− 2; j = 0, . . . , pe−1 − 1} ⊆ Z∗
pe .

Jej́ı prvky jsou po dvou r̊uzné (cvičeńı) a jejich počet je (p−1)pe−1 = |Z∗
pe|, takžeM = Z∗

pe

a každý prvek Z∗
pe jde jednoznačně vyjádřit jako ui(1 + p)j.

To dává hledaný izomorfismus

Zp−1 × Zpe−1 → Z∗
pe

(i, j) 7→ ui(1 + p)j.

Nav́ıc podle č́ınské zbytkové věty je tato grupa izomorfńı Z(p−1)pe−1 .

Důsledek 5.6. Bud’ n ≥ 2. Pak Z∗
n je cyklická grupa, právě když n = 2, 4, pe, 2pe pro

liché prvoč́ıslo p, e ≥ 1.

D̊ukaz. Použijte ČZV (cvičeńı).

Dále chceme využ́ıt strukturu Z∗
n ke zformulovańı lepš́ıho testu prvoč́ıselnosti, než je ten

Fermat̊uv.

5.6* Alternativńı d̊ukaz existence primitivńıch prvk̊u

Tento d̊ukaz sepsal Martin Čech na základě přednášek Andrewa Granvillea (je psán asi
o něco stručněji, než jiné d̊ukazy ve skriptech). Tento d̊ukaz nepřednáš́ıme (ani nebude u
zkoušky), a to hlavně proto, že sice dokáže existenci primitivńıch prvk̊u modulo pe o něco
jednodušeji než d̊ukaz v předcházej́ıćı sekci, ale zase nic neřekne o tom, jak vypadaj́ı grupy
Z∗

2e(·). (Na zkouškové ṕısemce ale př́ıslušnou část věty 5.5 samozřejmě můžete dokázat i
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takto; stejně tak v početńıch zkouškových př́ıkladech můžete př́ıpadně hledat primitivńı
prvky takto, pokud správně zformulujete tvrzeńı, která přitom použ́ıváte.)

Bud’ p liché prvoč́ıslo. Ukážeme, že pokud a je primitivńı prvek modulo p, pak a nebo
a+p je primitivńı prvek modulo p2. Podobný d̊ukaz nav́ıc funguje indukćı i pro libovolnou
vyšš́ı mocninu p.
Nav́ıc plat́ı, že pokud a je primitivńı prvek modulo p2, pak a je primitivńı prvek modulo
pℓ pro všechna ℓ.

Primitivńı prvek modulo p2

Bud’ a primitivńı prvek modulo liché prvoč́ıslo p. Ukážeme, že bud’ a nebo a + p je
primitivńı prvek modulo p2.
Jaký může být řád a modulo p2? Určitě to muśı být násobek p− 1. Nav́ıc ap−1 ≡ 1 + kp
(mod p2) pro nějaké k.
Pokud k ̸= 0, pak

ar(p−1) ≡ (1 + kp)r ≡ 1 + rkp (mod p2),

což může být ≡ 1 jenom když p|r. T́ım pádem pokud ap−1 ̸≡ 1 (mod p2), pak už a je
primitivńı prvek modulo p2.
Pokud ap−1 ≡ 1 (mod p2), tj. řád a modulo p2 je přesně p− 1, pak můžeme mı́sto a vźıt
a+ p : to je taky primitivńı prvek modulo p, takže jeho řád bude násobek p− 1 a nav́ıc

(a+ p)p−1 ≡ ap−1 + (p− 1)p ≡ 1 + (p− 1)p (mod p2),

tud́ıž
”
nové k“ pro tenhle prvek je p − 1 ̸≡ 0 (mod p), a jeho řád je tedy podle d̊ukazu

nahoře p(p− 1) = φ(p2).

Primitivńı prvek modulo pℓ pro ℓ ≥ 3

Necht’ a je primitivńı prvek modulo pℓ−1. Pak stejně jako nahoře je bud’ a nebo a + p
primitivńı prvek modulo pℓ.
Řád a modulo pℓ je násobek φ(pℓ−1) a máme

aφ(p
ℓ−1) ≡ 1 + kpℓ−1 (mod pℓ),

takže
ar·φ(p

l−1) ≡ (1 + kpℓ−1)r ≡ 1 + rkpℓ−1 (mod pℓ).

Vid́ıme, že pokud k ̸= 0 výsledek je ≡ 1 (mod pℓ) jen když p|r, tj. řád bude aspoň
p · φ(pℓ−1) = φ(pℓ).
Pokud k = 0, pak můžeme stejně jako nahoře nahradit a za a+ pℓ−1.

Primitivńı prvek modulo p2 je primitivńı prvek modulo pℓ pro
všechna ℓ ≥ 3

Z d̊ukazu nahoře v́ıme, že a je primitivńı prvek modulo p2, pokud ap−1 ≡ 1+kp (mod p2)
pro nějaké k ̸= 0. Pro takové a máme

ar(p−1) ≡ (1 + pk)r ≡ 1 +
ℓ−1∑
n=1

(
r

n

)
pnkn (mod pℓ).
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Prvńı člen v sumě je rpk a druhý je r(r−1)p2k2/2, takže maj́ı r̊uznou p-valuaci, prvńı člen
je nav́ıc ≡ 0 (mod pℓ), právě když pℓ−1|r. T́ım pádem řád a je aspoň (p− 1)pℓ−1 = φ(pℓ),
takže a je primitivńı prvek modulo pℓ.

5.7 Rabin-Miller̊uv test

Idea.
Bud’ p > 2 prvoč́ıslo, a ∈ Z nesoudělné s p.
MFV: ap−1 ≡ 1 (mod p).

At’ p = 2k+1, čili (ak)2 ≡ 1 (mod p). Tedy ak je kořen polynomu x2− 1 nad tělesem Zp.
x2 − 1 má právě dva kořeny ±1 (protože jsme nad tělesem), takže ak ≡ 1,−1 (mod p).
Pokud je k sudé a ak ≡ 1 (mod p), můžeme pokračovat.

Obecněji: At’ p− 1 = 2em pro m liché.
Pak

a2
em ≡ 1 (mod p) ⇒ a2

e−1m ≡ 1,−1 (mod p).

Pokud je to −1, tak skonč́ıme. Jinak opět máme a2
e−1m ≡ 1 (mod p), takže a2

e−2m je
kořen x2 − 1, a tedy a2

e−2m ≡ ±1 (mod p). Takto pokračujeme, dokud nějaké a2
jm ≡ −1

(mod p), nebo než dostaneme am ≡ 1 (mod p). Dokázali jsme t́ım následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 5.7. Bud’ p > 2 prvoč́ıslo, kde p − 1 = 2em pro liché m. Pro každé a ∈ Z∗
p

máme am2j ≡ −1 (mod p) pro nějaké 0 ≤ j < e nebo am ≡ 1 (mod p).

Definice. Bud’ N ∈ N složené liché, N − 1 = 2em,m liché. Pokud pro 0 < a < N plat́ı,
že

(♡)

{
am2j ≡ −1 (mod N) pro nějaké 0 ≤ j < e, nebo

am ≡ 1 (mod N),

nazývá se N silné pseudoprvoč́ıslo v bázi a, neboli a je lhář pro N .
Naopak, pokud a nesplňuje podmı́nku (♡), nazývá se a svědek složenosti N .

Několik poznámek:

• N je (slabé) pseudoprvoč́ıslo v bázi a, pokud plat́ı MFV, čili aN−1 ≡ 1 (mod N).

• Pokud je (a,N) > 1, pak je a vždy svědek. Těchto soudělných svědk̊u ale může být
velmi málo.

Rabin-Miller̊uv test prvoč́ıselnosti spoč́ıvá v testováńı, zda r̊uzná č́ısla a jsou svědci nebo
lháři: jakmile najdeme jednoho svědka, tak podle tvrzeńı 5.7 v́ıme, že N muśı být složené.
Formálněji, algoritmus Aa(N) dle sekce 5.2 testuje, zda plat́ı podmı́nka (♡).
Existuj́ı ale svědci vždy (čili je pravděpodobnost α > 0)?
Např́ıklad pro Fermat̊uv test prvoč́ıselnosti v př́ıpadě Carmichaelových č́ısel jsou jedinými
svědky, pro které plat́ı aN−1 ̸≡ 1 (mod N), č́ısla a soudělná s N .
Pro Rabin-Miller̊uv test naštěst́ı vždy existuje dostatek svědk̊u:

Věta 5.8. Bud’ N liché složené č́ıslo. Pak počet a, 0 < a < N , takových, že N je silné
pseudoprvoč́ıslo v bázi a, je menš́ı než N

2
. Tedy existuje alespoň N

2
svědk̊u.

Tuto větu si dokážeme v sekci 5.9 poté, co napřed vybudujeme teorii kolem mı́jeńı involućı.

Stač́ı tedy testovat dostatečně mnoho r̊uzných (nezávislých) hodnot a. Otestujeme-li:
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• 1 hodnotu . . . pravděpodobnost(lhář)< 1
2
;

• 2 hodnoty . . . pravděpodobnost(oba lháři)< 1
4
;

•
...

• k hodnot . . . pravděpodobnost(všichni lháři)< 1
2k
.

Dokonce sa dá dokázat, že počet lhář̊u je < N
4
, viz skripta Aleše Drápala [Dr, sekce 2.13]

– je to jen trochu techničtěǰśı.
Pomoćı Bayesovy věty se pak dá i odhadnout, že pokud č́ıslo N Rabin-Millerovým testem
k-krát úspěšně prošlo, pak je N prvoč́ıslo s pravděpodobnost́ı větš́ı než 1− logN−1

4k
.

5.8 Mı́jeńı involućı

Půjde o technický nástroj užitečný k d̊ukazu správnosti Rabin-Millerova testu.

Definice. Bud’ G(·) grupa, a, b ∈ G. Prvek a mı́j́ı prvek b, pokud ai ̸= b a bi ̸= a pro
všechna i ∈ Z, čili b ̸∈ ⟨a⟩ a a ̸∈ ⟨b⟩.

Zřejmě a mı́j́ı b, právě když b mı́j́ı a (jde tedy o symetrickou relaci, jež ale např. neńı
tranzitivńı ani reflexivńı).
Jako prvńı rozcvičku si rozmysleme toto lemma (které se nám později bude hodit).

Lemma 5.9. Mějme grupu G = A × B, kde A,B jsou konečné grupy, a jej́ı prvek
(e, f) ∈ G.
Jestlǐze počet prvk̊u a ∈ A, jež mı́j́ı e, je aspoň α · |A| (pro nějaké α ∈ R), pak počet prvk̊u
g ∈ G, jež mı́j́ı (e, f), je aspoň α · |G|.

D̊ukaz. Máme |G| = |A| · |B| a stač́ı si uvědomit, že pokud a mı́j́ı e, pak (a, b) mı́j́ı (e, f)
pro všechna b ∈ B.

Definice. Bud’ G(·) grupa. Prvek a ∈ G je involuce, pokud má řád 2, čili a ̸= 1 a a2 = 1.

Př́ıklad. Z2k(+) má právě jednu involuci, a to prvek 2k−1.

Poznámka. Je-li e involuce, pak a mı́j́ı e, právě když a ̸= 1 a e ̸= ai pro všechna i ∈ Z.

Lemma 5.10. Bud’ G = G1 × · · · × Gk. Řád prvku a = (a1, . . . , ak) v G je roven
nejmenš́ımu společnému násobku řád̊u prvk̊u a1 v G1, a2 v G2,. . . , ak v Gk.

D̊ukaz. At’ di je řád ai v grupě Gi a d je řád prvku a v grupě G. Bud’ n = nsn(d1, . . . , dk).
Pak ani = 1 pro každé i, a tedy an = 1. Tedy d | n, protože d je řád prvku a v G.
Naopak, pokud ad = 1, pak adi = 1 pro každé i, takže di | d pro každé i, tedy n | d.
Dohromady dostáváme d = n.

Důsledek 5.11. Bud’ p prvoč́ıslo a k1, . . . , kr přirozená č́ısla.
Prvek a = (a1, . . . , ar) ∈ Zpk1 × · · · × Zpkr má řád ps, kde

s = max
(
k1 − v∗p(a1), . . . , kr − v∗p(ar)

)
.

Tady pro c ∈ Zpk použ́ıváme upravené značeńı:

• v∗p(c) := vp(c) je exponent p v prvoč́ıselném rozkladu č́ısla c ∈ {1, 2, . . . , pk − 1},
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• v∗p(0) := vp(p
k) = k.

Připomeňme, že vp(a) je exponent p v prvoč́ıselném rozkladu č́ısla a ∈ Z, kdežto v
d̊usledku jsme potřebovali pracovat s valuacemi prvk̊u Zpk .
Naštěst́ı plat́ı

Cvičeńı. Pro a, b ̸≡ 0 (mod pk) plat́ı
a) a ≡ b (mod pk) ⇒ vp(a) = vp(b),
b) v∗p(ab) = min(v∗p(a) + v∗p(b), k).

D̊ukaz d̊usledku 5.11. Kĺıčem je dokázat d̊usledek v př́ıpadě r = 1.
Prvek a = 0 má řád 1 = p0, což sed́ı s t́ım, co chceme dokázat.
Mějme prvek 0 ̸= a ∈ Zpk ; at’ a = pvb, kde v = v∗p(a) a p ∤ b. Pak se ověř́ı, že řád prvku a
v Zpk je rovný pk−v (cvičeńı).
Pro r > 1 pak podle lemmatu 5.10 a př́ıpadu r = 1 v́ıme, že řád a se rovná

nsn
(
pk1−v∗p(a1), . . . , pkr−v∗p(ar)

)
= ps.

Tvrzeńı 5.12. Mějme přirozená č́ısla k1, k2, . . . , kr, kde r ≥ 2.
Prvek e = (2k1−1, . . . , 2kr−1) je involuce v aditivńı grupě G = Z2k1 × · · · × Z2kr .
Počet prvk̊u a ∈ G, které mı́j́ı e, je aspoň 1

2
|G|.

D̊ukaz. e ̸= 0 a 2e = (2k1 , . . . , 2kr) = 0, takže e opravdu je involuce.

At’ a = (a1, . . . , ar) ∈ G.
Dokažme napřed, že

a nemı́j́ı e ⇔ ord(ai) je stejný pro všechna i.

Pro a = 0 tato ekvivalence plat́ı; dále at’ a ̸= 0.

”
⇒“ At’

ma = (ma1, . . . ,mar) = e.

At’ m = 2js, kde 2 ∤ s (čili j = v2(m)).
Prvek s2jai = 2ki−1 pak má řád 2 v Z2ki . Důsledek 5.11 aplikovaný na tento prvek (a
r = 1) dává 2 = 21, tedy 1 = ki − v2(s2

jai).
Odtud vid́ıme, že v2(ai) = ki − j − 1, takže opět podle d̊usledku je řád ord(ai) = 2j+1.
Tedy všechny prvky ai opravdu maj́ı v Z2ki stejné řády 2j+1.

”
⇐“ Pokud ord(ai) = 2h pro všechna i, pakm := 2h−1 splňuje, žema = (ma1, . . . ,mar) =
e (protože mai pak má řád 2 v Z2ki a jediný takový prvek je 2ki−1).

Dokázali jsme, že

a mı́j́ı e ⇔ ord(ai) ̸= ord(aj) pro nějaké i ̸= j.

Nyńı potřebujeme udělat dolńı odhad na počet takovýchto prvk̊u pro r = 2, přičemž
rozlǐśıme dva př́ıpady:
a) k1 = k2 = k. Pokud a je liché, pak má řád 2k, zat́ımco sudé b má řád ≤ 2k−1. Tedy
(a, b) i (b, a) mı́j́ı e. Takovýchto dvojic je

2k−1

liché
· 2k−1

sudé
+ 2k−1

sudé
· 2k−1

liché
= 22k−1 =

1

2
22k =

1

2
|G|.
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b) k1 ̸= k2, přičemž búno předpokládejme k1 > k2.
Pokud je a ∈ Z∗

2k1
(čili a je liché), má řád 2k1 , ale každý prvek b ∈ Z2k2 má řád ≤ 2k2 < 2k1 .

Tedy všechny prvky {(a, b) | a ∈ Z∗
2k1

, b ∈ Z2k2} mı́j́ı e a je jich 2k1−12k2 = |G|
2
.

At’ r ≥ 3. Stač́ı volit A = Z2k1 × Z2k2 , B = Z2k3 × · · · × Z2kr a použ́ıt lemma 5.9.

5.9 Počet Rabin-Millerových lhář̊u

Nyńı se můžeme vrátit k Rabin-Millerovu testu. V d̊ukazu kĺıčové věty 5.8 přitom použijeme
jak mı́jeńı involućı, tak struktury multiplikativńıch grup Z∗

N .

Cvičeńı. Argument s x2 ≡ 1 (mod p) v sekci 5.7 dokázal, že −1 je jediná involuce v Z∗
p(·).

Dokaž to pomoćı Z∗
p(·) ≃ Z2e × Zm(+), kde p− 1 = 2em pro liché m.

D̊ukaz věty 5.8. At’ N − 1 = 2em, 2 ∤ m.
Je-li 0 < a < N lhář, pak nutně a2

em ≡ 1 (mod N). Tedy a ∈ ZN neńı lhář (čili je
svědek), pokud
A) a neńı invertibilńı, to jest a ̸∈ Z∗

N , nebo
B) a ∈ Z∗

N má řád, který neděĺı 2em.
Rozlǐsme dva hlavńı př́ıpady:

1. N neńı bezčtvercové, neboli k = vp(N) ≥ 2 pro nějaké prvoč́ıslo p (nutně liché).
Tedy N = pks, p ∤ s. Podle ČZV máme

ZN ≃ Zpk × Zs a Z∗
N ≃ Z∗

pk × Z∗
s.

Spočteme prvky v jednotlivých př́ıpadech:

A) V Zpk je pk−1 neinvertibilńıch prvk̊u u. Pak (u, v) je neinvertibilńı pro libovolné
v ∈ Zs, takže máme aspoň pk−1s neinvertibilńıch prvk̊u v ZN .

B) Pokud p děĺı řád prvku a ∈ Z∗
N , pak a splňuje B), protože p ∤ 2em = N − 1, takže

neńı možné, aby p | ord(a) | 2em. Pojd’me tedy odhadnout počet prvk̊u, jejichž řád je
dělitelný p.
Podle věty 5.5 máme

Z∗
pk(·) ≃ Zpk−1(+)× Zp−1(+).

V Zpk−1(+) maj́ı všechny nenulové prvky řád dělitelný p, je jich tedy pk−1 − 1. Řád je
dělitelný p po doplněńı č́ımkoli ze Zp−1 (podle lemmatu 5.10), takže Z∗

pk
(·) má aspoň

(pk−1 − 1)(p − 1) prvk̊u řádu dělitelného p. Připomeňme, že máme ZN ≃ Zpk × Zs, a
pojd’me tedy tyto prvky Z∗

pk
doplnit, abychom dostali prvky ze ZN .

Tyto prvky spolu s č́ımkoli ze Zs bud’to

• jsou neinvertibilńı ⇒ započ́ıtáme do A (ale jde o jiné prvky, než předt́ım) nebo

• jsou invertibilńı ⇒ splňuj́ı B.

Tedy máme aspoň (pk−1 − 1)(p− 1)s daľśıch prvk̊u v ZN splňuj́ıćıch A nebo B.

Dohromady to je aspoň

spk−1 + (pk−1 − 1)(p− 1)s = s(pk − p+ 1)
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svědk̊u z celkem pks prvk̊u. Počet lhář̊u je tedy ≤ (p− 1)s < pks
2

(tento odhad dokaž jako

cvičeńı; nápověda: vlož doprostřed p2s
2
).

2. N je bezčtvercové, N = p1 · · · pr, kde pi jsou po 2 r̊uzná prvoč́ısla. Dokážeme, že Z∗
N

obsahuje nejvýše φ(N)
2

lhář̊u: to stač́ı, protože prvky mimo Z∗
N splňuj́ı A, takže celkem

bude lhář̊u ≤ φ(N)
2

< N
2
.

At’ pi − 1 = 2kimi, 2 ∤ mi. Máme

Z∗
N ≃ Z∗

p1
× · · · × Z∗

pr a Z∗
pi
(·) ≃ Zpi−1(+) ≃ Z2ki (+)× Zmi

(+).

Tedy máme izomorfismus

α : Z∗
N ≃ Z2k1 × · · · × Z2kr ×M, kde M = Zm1 × · · · × Zmr .

Zaj́ımá nás podmı́nka am2j ≡ −1 (mod N), pod́ıvejme se tedy na α(−1) = α(N − 1) :

Prvńı izomorfismus využ́ıvaj́ıćı ČZV je daný

Z∗
N ≃ Z∗

p1
× · · · × Z∗

pr

t 7→ (t (mod p1), . . . , t (mod pr))

V něm tedy −1 7→ (−1, . . . ,−1).
Dále uvažujme

Z∗
pi
≃ Z2ki × Zmi

.

−1 má řád 2 v Z∗
pi
, a tedy jej́ı obraz v Z2ki × Zmi

má taky řád 2. Ale mi je liché, takže
neexistuje prvek řádu 2 v Zmi

, takže −1 se tam zobraźı na 0, což je prvek řádu 1 (v Zmi

totiž plat́ı, že 2φ(−1) = 0 ⇒ φ(−1) = 0).
Aby řád v Z2ki × Zmi

byl rovný 2, muśı se −1 v Z2ki zobrazit na prvek řádu 2. Ten je
jediný, a sice 2ki−1. Tedy izomorfismus Z∗

pi
≃ Z2ki × Zmi

zobraźı −1 na (2ki−1, 0).
Dohromady jsme dostali, že

α(−1) = (2k1−1, . . . , 2kr−1, 0) =: (u, 0).

Vrat’me se ted’ k podmı́nce am2j ≡ −1 (mod N); at’ α(a) = (v, c), kde v ∈ Z2k1 × · · · ×
Z2kr , c ∈ M .

Pozorováńı. Pokud v mı́j́ı involuci u v Z2k1 × · · · × Z2kr , pak a neńı lhář.

D̊ukaz. At’ pro spor je a lhář.
a) Pokud am = 1 pro liché m, pak a má lichý řád. Ale jediný prvek lichého řádu v
Z2k1 × · · · × Z2kr je 0, takže v = 0.
b) Pokud am2j = −1, pak máme α(−1) = (u, 0) a α(am2j) = m2jα(a) = (m2jv,m2jc).
Tedy u = m2jv.
Ani v jednom př́ıpadě v neminulo u.

Přesně kv̊uli tomuto jsme si chystali tvrzeńı 5.12!
Podle něj v́ıme, že počet prvk̊u v, jež mı́j́ı u, je aspoň 1

2
|Z2k1 × · · · × Z2kr |, takže podle

lemmatu 5.9 počet (v, c), jež mı́j́ı (u, 0), je aspoň

1

2
|Z2k1 × · · · × Z2kr ×M | = 1

2
|Z∗

N | =
φ(N)

2
.



6. Př́ıklady

Následuj́ı sebrané př́ıklady ze cvičeńı, domáćıch úkol̊u a ṕısemek.
Př́ıklady s ! jsou obzvláště d̊uležité, ty s * jsou těžš́ı (rozhodně ne všechny stejně).

6.1 Základy

1. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı, nebo najděte protipř́ıklady:

(a) a2 | b2, právě když a | b.
(b) Pokud a2 | n, b2 | n a a2 ≤ b2, pak a | b.
(c) Pokud NSD(a, b) = 1, pak NSD(an, bm) = 1 pro všechna m,n ∈ N.
(d) Pokud nn | mm, pak n | m.

2. Rozhodněte, jestli jsou přirozená č́ısla a a b jednoznačně určena svým nejmenš́ım
společným násobkem a největš́ım společným dělitelem.

3. Necht’ A je matice typu 7× 7 s prvky aij = ij (mod 7). Jaký je součet všech prvk̊u
matice A?

4. Ukažte, že prvoč́ıslo p ≥ 3 děĺı čitatel zlomku 1 + 1/2 + · · · + 1/(p− 1). * Ukažte,
že pokud p ≥ 5, je tento čitatel dělitelný dokonce p2.

5. * Ukažte, že n4 + 4 nikdy neńı prvoč́ıslo.

6. * Ukažte, že pro každé n existuje n po sobě jdoućıch přirozených č́ısel, z nichž každé
je dělitelné čtvercem nějakého prvoč́ısla.

7. * Ukažte, že pro každé n existuje n po sobě jdoućıch složených č́ısel.

6.2 Valuace

1. ! Spočtěte vp(n) pro všechna prvoč́ısla p a pro

(a) n = 250,

(b) n = 51,

(c) n = 61,

(d) n = 170,

(e) n = 360.

2. Spočtěte

(a) v2(2
60 − 3),

56
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(b) v3
((

81
40

))
.

3. ! Ukažte, že pro prvoč́ıslo p a m,n ∈ Z plat́ı:

(a) multiplikativita: vp(mn) = vp(m) + vp(n),

(b) celé č́ıslo dané zlomkem: pokud je m
n
celé č́ıslo, tak vp

(
m
n

)
= vp(m)− vp(n),

(c) trojúhelńıková nerovnost: vp(m + n) ≥ min{vp(m), vp(n)}. Ukažte, že pokud
vp(m) ̸= vp(n), pak nastává rovnost.

4. Najděte př́ıklad, kdy vp(a+ b) > max(vp(a), vp(b)).

5. Necht’ p je prvoč́ıslo, pro c ∈ Zpk znač́ıme

• v∗p(c) := vp(c), pokud c ̸= 0,

• v∗p(0) := vp(p
k) = k.

Ukažte, že pro a, b ̸≡ 0 (mod pk) plat́ı:

(a) a ≡ b (mod pk) ⇒ vp(a) = vp(b),

(b) v∗p(ab) = v∗p(a) + v∗p(b).

6. Rozmyslete si hodnoty valuace faktoriál̊u:

(a) Pro přirozené č́ıslo n a kladné reálné č́ıslo x ≥ 1 určete, kolik č́ısel z intervalu
[1, x] je dělitelných n.

(b) Ukažte, že pro prvoč́ıslo p je φ(pk) = pk − pk−1 = (p− 1)pk−1.

(c) Dokažte Legendre̊uv vzorec, že vp(n!) =
∑∞

k=1 ⌊
n
pk
⌋. (Nápověda: Uvědomte si,

že suma je ve skutečnosti konečná. Kolik z činitel̊u v n! přispěje do vp(n!)
jedničkou? Kolik dvojkou?)

(d) Spočtěte kolika nulami konč́ı č́ıslo 100!.

7. * Jsou dána přirozená č́ısla a, b, c splňuj́ıćı ab | bc, ac | cb. Dokažte, že a2 | bc.
8. * Ukažte, že pro libovolná nezáporná celá č́ısla m,n plat́ı, že

(
m+n
m

)
děĺı

(
2m
m

)(
2n
n

)
.

9. * Dokažte 2n ∤ n!. Obecně pro prvoč́ıslo p dokažte pn ∤ ((p− 1)n)!.

10. * Pro přirozené č́ıslo n dokažte vp(n!) ≤ ⌊n−1
p−1

⌋.
11. * Dokažte, že pro přirozená č́ısla a, b, c, d splňuj́ıćı ab = cd plat́ı

NSD(a, c) ·NSD(a, d) = a ·NSD(a, b, c, d).

6.3 Eulerova a Malá Fermatova věta

1. Necht’ a ∈ Z. Ukažte, že pokud 17 neděĺı a, pak 17 | a80 − 1.

2. Bud’ p prvoč́ıslo. Ukažte, že pokud p | 22n + 1, pak 2n+1 | p− 1.

3. Necht’ p, q jsou prvoč́ısla taková, že p | 2q − 1. Ukažte, že potom q | p− 1.

4. Najděte př́ıklad m,n ∈ N splňuj́ıćı φ(m) = φ(n).

5. Necht’ p, q jsou dvě r̊uzná prvoč́ısla a a přirozené č́ıslo nedělitelné p ani q. Ukažte,
že pak a(p−1)(q−1) ≡ 1 (mod pq).
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6. Ukažte, že prvoč́ıslo p děĺı abp − bap pro libovolná celá č́ısla a, b.

7. Pro r̊uzná prvoč́ısla p, q ukažte, že pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).

8. * Necht’ p > 3 je prvoč́ıslo. Ukažte, že potom p | 2p−2 + 3p−2 + 6p−2 − 1.

9. * Najděte všechna n, pro která φ(n) | n.

6.4 Č́ınská zbytková věta

1. Řešte následuj́ıćı soustavy kongruenćı:

(a) x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 3 (mod 7);

(b) x ≡ 2 (mod 4), x ≡ 5 (mod 6), x ≡ 1 (mod 7);

(c) x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 3 (mod 4), x ≡ 4 (mod 5);

(d) x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 3 (mod 4), x ≡ 1 (mod 6);

(e) x ≡ 0 (mod 3), x ≡ 1 (mod 4), x ≡ 2 (mod 5);

(f) x ≡ 0 (mod 4), x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 4 (mod 6);

(g) x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 2 (mod 4), x ≡ 3 (mod 6).

2. Rozmyslete si verzi Č́ınské zbytkové věty pro grupy:

(a) Najděte celoč́ıselné řešeńı rovnice 3x+ 5y = 1.

(b) S pomoćı předchoźı úlohy najděte nějaký izomorfismus Z3 × Z5 −→ Z15.

3. Necht’ a1, . . . ak jsou po dvou nesoudělná přirozená č́ısla. Řešte následuj́ıćı soustavy
kongruenćı:

(a) x ≡ 0 (mod ai) pro i = 1, . . . , k − 1 a x ≡ 1 (mod ak);

(b) x ≡ 1 (mod ai) pro i = 1, . . . , k − 1 a x ≡ b (mod ak) pro nějaké celé č́ıslo b.

4. * Zformulujte kritérium, kdy má soustava kongruenćı řešeńı i pro soudělné moduly.

5. Ukažte, že plat́ı opačná implikace k Č́ınské zbytkové věte (pro grupy), t.j. pro
soudělná m, n nejsou grupy Zmn a Zm × Zn izomorfńı, takže grupa Zm × Zn neńı
cyklická. Jde to např́ıklad takto:

(a) Ukažte, že součin grup G×H obsahuje podgrupy izomorfńı G, H. (Nápověda:
Uvažujte množiny {(1, g) : g ∈ G} resp. {(1, h) : h ∈ H}.)

(b) Ukažte, že pokud jsou m a n soudělná, pak Zm × Zn obsahuje dvě r̊uzné
podgrupy řádu NSD(m,n), takže nemůže být cyklická.

6. Necht’ n1, . . . , nk jsou přirozená č́ısla. Jaký největš́ı řád může mı́t prvek grupy Zn1×
· · ·×Znk

? Zamyslete se, jak by toho šlo využ́ıt k jinému d̊ukazu tvrzeńı z předchoźı
úlohy.

6.5 Cyklické grupy

1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı jsou (cyklické) grupy:

(a) Celá č́ısla se sč́ıtáńım.
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(b) Nenulová celá č́ısla s násobeńım.

(c) Celá č́ısla dělitelná 7 se sč́ıtáńım.

(d) Racionálńı č́ısla se sč́ıtáńım.

(e) Nenulová racionálńı č́ısla s násobeńım.

(f) Iracionálńı č́ısla se sč́ıtáńım.

(g) Množina {0, 1, . . . , n− 1} se sč́ıtáńım modulo n.

(h) Množina {1,−1, i,−i} s násobeńım.

(i) Množina {z ∈ C : |z| = 1} s násobeńım.

2. Ukažte, že grupa z př́ıkladu 1. h) je izomorfńı se Z4. * Zobecněte.

3. !Najděte v Z6 nenulový prvek, který nemá inverz vzhledem k násobeńı. * Zobecněte.

4. ! Najděte všechny generátory a podgrupy grupy Z12.

5. ! Určete počet prvk̊u řádu 3 a prvk̊u řádu 13 v grupě Z260.

6. * Dokažte, že každá cyklická grupa je izomorfńı Z nebo Zn pro nějaké n.

7. ! Najděte nějaký netriviálńı homomorfismus následuj́ıćıch grup, nebo ukažte, že
žádný neexistuje:

(a) Ze Z3 do Z6.

(b) Ze Z5 do Z6.

(c) Ze Z4 do Z8.

(d) Ze Z4 do Z6.

(e) Ze Z4 do Z7.

8. ! Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı grupy cyklické a pokud ano, najděte v nich
primitivńı prvek:

(a) Z∗
11,

(b) Z∗
8.

9. ! Ukažte, že pro libovolné n je grupa Zn cyklická.

10. Rozmyslete si následuj́ıćı fakty o generátorech grup Zn:

(a) ! Najděte všechny generátory grupy Z18.

(b) Které prvky Zn nemohou generovat celou grupu Zn?

(c) Popǐste všechny generátory grupy Zn. (Nápověda: Bézoutovy koeficienty)

11. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı zobrazeńı homomorfismy grup:

(a) φ : Z6 → Z3, φ(a) = a mod 3

(b) φ : Z5 → Z3, φ(a) = a mod 3

12. ! Najděte všechny homomorfismy z grupy Z9(+) do grupy Z6(+).

13. ! Určete řády všech prvk̊u v grupách Z7 a Z∗
7.

14. Rozhodněte, které z grup Z∗
5, Z∗

6, Z∗
9, Z∗

12 jsou cyklické.
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15. ! Najděte prvky Z∗
p, kde p je prvoč́ıslo. Kolik má prvk̊u? Kolik má primitivńıch

prvk̊u?

16. ! Z věty v́ıme, že pro každé prvoč́ıslo p existuje primitivńı prvek modulo p.

(a) Najděte nějaký primitivńı prvek modulo 3, 5 a 7.

(b) Pomoćı části a) sestrojte izomorfismus grup Z∗
7 a Z6.

17. Najděte všechny primitivńı prvky modulo 7.

18. Vı́me, že grupa Z∗
p, p prvoč́ıslo, je cyklická, označme nějaký jej́ı generátor a.

(a) Jaký řád má a v grupe Z∗
p?

(b) Najděte izomorfismus grupy Z∗
p a grupy Zp−1. (Nápověda: Generátor a grupy

Z∗
p se muśı zobrazit na nějaký generátor grupy Zp−1.)

6.6 Fareyho zlomky

1. ! Dokažte Cauchyho větu: Necht’ a
b
< c

d
jsou sousedńı položky seznamu Fn. Pak

bc− ad = 1.

2. ! Najděte posloupnost Fareyho zlomk̊u řádu 6. Jaké vlastnosti má posloupnost jejich
jmenovatel̊u?

3. Znázorněte graf posloupnosti jmenovatel̊u Fareyho zlomk̊u řádu n pro n = 6 a
n = 10.

4. ! Určete počet Fareyho zlomk̊u řádu n.

5. ! Dokažte, že pro libovolné dva zlomky a
b
< c

d
je c

d
− a

b
≥ 1

bd
. Ukažte, že pro sousedńı

Fareyho zlomky nastává rovnost. * Plat́ı opačná implikace?

6. Ukažte, že posloupnost jmenovatel̊u prvk̊u Fn tvoř́ı palindrom.

7. ! Dokažte mediánovou vlastnost Fareyho zlomk̊u: Necht’ a
b
< c

d
< e

f
jsou tři po sobě

jdoućı položky seznamu Fn, kde n ∈ N. Pak c
d
= a+e

b+f
.

8. ! Pomoćı Fareyho zlomk̊u dokažte Dirichletovu větu: Necht’ α ∈ R \ Q. Pak
existuje nekonečně mnoho zlomk̊u p

q
takových, že |α− p

q
| < 1

q2
.

9. * Dokažte, že délka posloupnosti Fn splňuje

|Fn| =
1

2
·

(
3 +

n∑
d=1

µ(d)
⌊n
d

⌋2)
=

1

2
(n+ 3)n−

n∑
d=2

|F⌊n
d⌋|,

kde µ(d) je Möbiova funkce, která je definovaná pro každé n ∈ N následovně:

• µ(n) = 1, pokud n je bezčtvercové se sudým počtem prvoč́ıselných dělitel̊u;

• µ(n) = −1, pokud n je bezčtvercové s lichým počtem prvoč́ıselných dělitel̊u;

• µ(n) = 0, pokud n je dělitelné druhou mocninou nějakého prvoč́ısla.

6.7 Řetězové zlomky

1. ! Vyjádřete následuj́ıćı konečné řetězové zlomky jako racionálńı č́ısla:
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(a) [3, 5, 8];

(b) [1, 2, 3, 4];

(c) [2, 5, 1, 7].

2. ! Spočtěte řetězové zlomky pro následuj́ıćı racionálńı č́ısla:

(a) 4
3
;

(b) 25
7
;

(c) 415
93
;

(d) 35
8
;

(e) 50
23
;

(f) 34
43
.

3. ! Najděte řetězový zlomek a všechny sbĺıžené zlomky č́ısla 87
38
.

4. V závislosti na n určete, jakému racionálńımu č́ıslu se rovná zlomek [0,

n︷ ︸︸ ︷
1, 1, ..., 1].

5. Rozmyslete si následuj́ıćı rekurentńı vztahy pro konečné řetězové zlomky:

(a) [a0, a1, ..., an] = a0 + [a1, ..., an]
−1;

(b) [a0, a1, ..., an] =
[
a0, ..., an−1 +

1
an

]
;

(c) [a0, a1, ..., an] =
[
a0, ..., ak−1, [ak, ..., an]

]
pro každé 0 < k ≤ n.

6. ! K zadanému periodickému řetězovému zlomku určete př́ıslušné reálné č́ıslo:

(a)
[
2, 5, 3

]
;

(b)
[
5, 2, 4

]
;

(c)
[
1, 3, 3

]
;

(d)
[
1, 6, 9

]
;

(e)
[
1, 1, 1, 2

]
;

(f)
[
3, 4, 5

]
;

(g) [1, 1, 2, 3].

7. ! Určete řetězové zlomky a prvńı tři sbĺıžené zlomky č́ısla
√
n pro n = 2, 3, 11, 13.

8. Najděte řetězový zlomek zlatého řezu ϕ = 1+
√
5

2
.

9. ! Necht’ k ∈ N. Určete, čemu se rovná:

(a)
[
k, 1, 2k

]
;

(b)
[
k
]
;

(c)
[
1, 2, k

]
;

(d) [k, 2].

10. Najděte n-tý sbĺıžený zlomek ke k+
√
k2+4
2

pro

(a) k = 1;
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(b) * obecné k.

11. Necht’ k ∈ N. Vyjádřete
√
k2 + 1 a

√
k2 − 1 (pro k > 1) jako nekonečné řetězové

zlomky.

12. ! Necht’ k ∈ N0. Najděte řetězový zlomek č́ısel

(a)
√
k2 + k,

(b)
√
4n2+4n+5+1

2
,

(c)
√
9n2 + 2n.

13. * Předpokládajte, že znáte řetězový zlomek pro prvek p
q
Fareyho posloupnosti Fq.

Vyjádřete pomoćı něj řetězové zlomky sousedńıch prvk̊u.

14. Dokažte, že pokud máme libovolná č́ısla a0 ∈ Z, ai ∈ N pro i ≥ 1, tak existuje
právě jedno reálné č́ıslo ξ, že [a0, a1, . . .] je řetězovým zlomkem ξ. Jde postupovat
např́ıklad následuj́ıćımi kroky:

(a) Označme klasicky pn
qn

= [a0, a1, . . . , an]. Ćılem bude ukázat, že to splňuje č́ıslo
ξ := limn→∞

pn
qn
.

(b) Z identit z přednášky ukažte
∣∣∣pnqn − pn+1

qn+1

∣∣∣ < 1
q2n
. Pomoćı tohoto a znalosti kon-

vergence
∑∞

n=1
1
n2 ukažte, že je posloupnost pn

qn
Cauchyovská (a definice ξ je

tak korektńı).

(c) Ukažte a0 = ⌊ξ⌋ a podobně indukćı pro daľśı koeficienty.

15. * Ukažte, že pokud je řetězový zlomek č́ısla α ∈ R \Q od jistého mı́sta periodický,
pak je α algebraické č́ıslo stupně 2.

16. * Pokud D ∈ N neńı čtverec, pak je řetězový zlomek č́ısla
√
D od jistého mı́sta

periodický (můžete taky zkusit ukázat). At’
√
D =

[⌊√
D
⌋
, a1, a2, . . . al

]
. Ukažte:

(a) Pokud l = 1, a1 = 2 ·
⌊√

D
⌋
.

(b) Pokud l = 2, a2 = 2 ·
⌊√

D
⌋
.

(c) Pokud l = 3, a1 = a2 a a3 = 2 ·
⌊√

D
⌋
.

(d) Pro obecné l ukažte, že plat́ı ai = al−i pro i = 1, . . . l − 1 a al = 2 ·
⌊√

D
⌋
.

6.8 Pellova rovnice

1. ! Řešte rovnici x2 − 2y2 = 1 v Z2 a najděte alespoň dvě konkrétńı řešeńı (x, y)
takové, že x > 0, y > 0.

2. ! Ukažte, že následuj́ıćı rovnice nemaj́ı v Z2 řešeńı:

(a) x2 − 3y2 = −1;

(b) x2 − 7y2 = −1;
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(c) x2 − 7y2 = −4.

3. !V Z2 řešte rovnice:

(a) x2 − 3y2 = 1;

(b) x2 − 5y2 = 1;

(c) x2 − 7y2 = 1.

4. Ověřte, že množina všech řešeńı Pellovy rovnice x2 −my2 = 1 tvoř́ı grupu.

5. Dokažte, že pokud (x, y) je řešeńım Pellovy rovnice x2 −my2 = 1, pak x+ y
√
m >

1 ⇐⇒ x, y > 0.

6. Dokažte, že pokud má řešeńı Pellova rovnice x2−my2 = −1, pak má řešeńı i rovnice
x2 −my2 = 1.

7. Necht’ B ∈ Z, m ∈ N,
√
m ̸∈ Q. Dokažte, že pokud má zobecněná Pellova rovnice

x2 −my2 = B alespoň jedno řešeńı, potom má nekonečně mnoho řešeńı.

8. Najděte alespoň čtyři řešeńı (x, y), x > 0, y > 0 rovnice x2 − 3y2 = −2 v Z2.
* Vyřešte tuto rovnici.

9. * Vyřešte rovnici x2 − 5y2 = 2 v Z2.

Věta: Necht’ m ∈ N,
√
m ̸∈ N. Necht’ l ∈ N je minimálńı takové, že

√
m =[

a0, a1, ..., al−1, 2a0
]
. Označme pn

qn
n-tý sbĺıžený zlomek č́ısla

√
m.

(a) Pokud je l sudé, tak rovnice x2−my2 = −1 nemá řešeńı (x, y) ∈ Z2 a minimálńı
řešeńı (x, y) rovnice x2 −my2 = 1 je rovné (pl−1, ql−1).

(b) Pokud je l liché, tak minimálńı řešeńı rovnice x2−my2 = −1 je rovné (pl−1, ql−1)
a minimálńı řešeńı rovnice x2 −my2 = 1 je rovné (p2l−1, q2l−1). Nav́ıc plat́ı, že
p2l−1 + q2l−1

√
m = (pl−1 + ql−1

√
m)2.

10. ! V Z2 řešte rovnice:

(a) x2 − 10y2 = ±1;

(b) x2 − 41y2 = ±1;

(c) x2 − 14y2 = ±1;

(d) x2 − 17y2 = ±1;

(e) x2 − 23y2 = ±1;

(f) x2 − 13y2 = ±1;

(g) x2 − 29y2 = ±1;

(h) x2 − 61y2 = ±1.

11. * Bud’ m ∈ N,
√
m ̸∈ Q. Předpokládejme, že rovnice x2 − my2 = −1 má řešeńı.

Bud’ a + b
√
m, a, b > 0, minimálńı řešeńı. Dokažte, že pak ±(a + b

√
m)k, k ∈ Z,

dává všechna řešeńı rovnice x2 −my2 = ±1.

12. * Najděte všechny celoč́ıselné hodnoty A ∈ (−
√
41,

√
41), pro které existuj́ı x, y ∈

Z, že x2 − 41y2 = A.

13. Řešte v Z rovnici x2 + y2 − 1 = 4xy.
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14. Najděte všechna přirozená č́ısla n, pro která je n(n+1)
2

čtverec.

15. Ukažte, že existuje nekonečně mnoho n ∈ N, že n+ 1 i 3n+ 1 jsou druhé mocniny
přirozených č́ısel.

16. * Bud’ (x, y) celoč́ıselným řešeńım rovnice x2 − 2y2 = 1. Ukažte, že 6 | xy.

6.9 Dobré aproximace

1. ! Určete všechny dobré aproximace č́ısel

(a) 2
5
,

(b) 5
3
,

(c) 3
10
,

(d) 7
8
,

(e) 24
7
,

(f) 19
11
.

2. ! Najděte řetězový zlomek a všechny sbĺıžené zlomky č́ısla 78
47
. Určete, které z nich

dávaj́ı dobré aproximace.

3. Necht’ n ∈ N, α ∈ R, {α} ≠ 0, 1
2
, n > α > 0. Necht’ α = [a0, a1, ...] a n − α =

[b0, b1, ...]. Ukažte, že pak plat́ı:

(a) b0 = n− a0 − 1;

(b) a1 = 1 ⇐⇒ {α} ∈
(
1
2
, 1
)

⇐⇒ b1 ≥ 2;

(c) r
s
je dobrá aproximace α ⇐⇒ n− r

s
je dobrá aproximace n− α.

4. ! Určete všechny dobré aproximace č́ısla α ∈ R, pokud {α} = 0, nebo {α} = 1
2
.

5. ! Vyjádřete
√
10 jako nekonečný řetězový zlomek a nalezněte prvńı dvě dobré apro-

ximace tohoto č́ısla.

6. Nalezněte prvńıch 5 člen̊u řetězového zlomku π = 3.1415926 . . . a prvńıch 5 jeho
dobrých aproximaćı.

7. Necht’ n > 0 a necht’ pn
qn

je n-tý sbĺıžený zlomek č́ısla α ∈ R \ Z, α > 0. Pak každý

jiný zlomek p
q
s jmenovatelem q, 0 < q ≤ qn, splňuje, že

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ > ∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣.
8. * Ukažte, že jeden z libovolných dvou po sobě jdoućıch sbĺıžených zlomk̊u č́ısla

α > 0 splňuje
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1
2q2

.

9. * Ukažte, že pokud {α} > 1
2
, pak sbĺıžené zlomky pn

qn
, n ≥ 1, jsou všechny dobré

aproximace α.

6.10 Gaussovská celá č́ısla

1. ! Určete, čemu se rovná:

(a) 5+i
3+2i

;

(b) N(4 + 3i);
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(c) 7− 8i.

2. ! V Z[i] rozložte na prvočinitele č́ısla 7 a 5 + i.

3. ! Ukažte, že pro libovolné α, β ∈ Z[i] plat́ı N(α · β) = N(α) ·N(β).

4. ! Ukažte, že prvek α ∈ Z[i] je invertibilńı právě tehdy, když N(α) = 1. Najděte
všechny invertibilné prvky v Z[i].

5. ! Ukažte, že pokud je N(α) prvoč́ıslo, pak je α prvočinitel v Z[i].
6. Necht’ α, β, γ ∈ Z[i]. Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch tvrzeńı a své tvrzeńı

dokažte.

(a) Pokud α | β, pak N(α) | N(β).

(b) Pokud N(α) | N(β), pak α | β.
(c) Pokud γ = α2 + β2, pak γ neńı prvočinitel v Z[i].

7. ! V Z[i] plat́ı 5 = (1 + 2i)(1− 2i) = (2 + i)(2− i). Rozmyslete si, proč to neńı spor
s t́ım, že Z[i] je gaussovský obor.

8. Ukažte, že α je prvočinitel v Z[i] právě tehdy, když α je prvočinitel.

9. ! Ukažte, že pro a, b ∈ Z plat́ı, že a děĺı b v Z právě tehdy když a děĺı b v Z[i].
10. Ukažte, že pro n ∈ Z a a+ bi ∈ Z[i] plat́ı, že n|(a+ bi) ⇐⇒ n|a a n|b.
11. ! V Z[i] rozložte na prvočinitele č́ısla 15, 5 + i, 12 + 21i a 3 + 21i.

12. V Z[i] určete NSD(12 + 21i, 3 + 21i):

(a) z rozkladu na prvočinitele;

(b) pomoćı Euklidova algoritmu a určete Bézoutovy koeficienty.

13. Popǐste, které č́ısla v Z[i] jsou dělitelné 1 + i.

6.11 Diofantické rovnice

1. ! V Z2 řešte rovnici x2 + 1 = y5.

2. ! Dokažte, že obor Z
[√

2
]
je euklidovský.

3. ! V Z3 řešte rovnici x2 + y2 = z2.

4. ! V Z2 řešte rovnici x2 + 1 = y3.

5. ! Dokažte, že obor Z
[√

−2
]
je euklidovský.

6. ! V Z2 řešte rovnici x2 + 2 = y3.

7. ! Najděte všechny jednotky (čili invertibilńı prvky) v oboru:

(a) Z
[√

−2
]
,

(b) Z
[√

2
]
,

(c) Z
[√

79
]
,

(d) Z
[√

58
]
.

8. V Z2 řešte rovnici x2 + 8 = y3.

9. V Z3 řešte rovnici x2 + y2 = z3 pro x, y nesoudělná.
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10. V Z2 řešte rovnici x2 + 4 = y3 pro:

(a) x liché,

(b) * x sudé.

11. V Z2 řešte rovnici x2 + 4 = 3y3 pro:

(a) x liché,

(b) x sudé.

12. V Z2 řešte rovnici x2 + 36 = y3.

13. * V Z2 řešte rovnici x2 − 2 = y3. (Poznámka: Rovnice 1 = a3 + 3a2b + 6ab2 + 2b3

má v Z2 jediné řešeńı (a, b) = (1, 0).)

14. * V Z2 řešte rovnici x2 − 1 = y3.

15. Ukažte, že obor Z[
√
−3] neńı euklidovský, dokonce ani gaussovský. Najděte iredu-

cibilńı prvek, který neńı prvočinitel. (Nápověda: Zkuste rozložit 4 na součin.)

16. * Bud’ R = Z
[
−1+

√
−3

2

]
= Z

[
e

2πi
3

]
.

(a) Dokažte, že R je euklidovský s normou danou N(x+ y
√
−3) = x2 + 3y2.

(b) Určete všechny invertibilńı prvky v R.

(c) V Z2 řešte rovnici x2 + 3 = y3.

6.12 Kvadratické zbytky a Legendreovy symboly

1. ! Najděte všechny kvadratické zbytky modulo n, kde n = 4, 7, 8, 9, 17.

2. Necht’ x, y, z ∈ Z a plat́ı x2+y2 = z2. Ukažte, že potom je aspoň jedno z č́ısel x, y, z
dělitelné 3, aspoň jedno je dělitelné 4 a aspoň jedno je dělitelné 5.

3. ! Určete hodnotu výraz̊u

(a)
(
3
7

)
,

(b)
(−1

7

)
,

(c)
(
2
7

)
,

(d)
(
11
31

)
,

(e)
(
17
37

)
,

(f)
(
523
269

)
,

(g)
(
61
31

)
,

(h)
(
337
211

)
,

(i)
(
367
241

)
.

4. ! V závislosti na prvoč́ısle p určete hodnotu výraz̊u

(a)
(

3
p

)
,

(b)
(

5
p

)
,
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(c)
(

7
p

)
,

(d)
(

13
p

)
,

(e)
(

17
p

)
.

5. Bez použit́ı kvadratické reciprocity spočtěte
(
17
5

)
a
(

5
17

)
.

6. ! Určete kolik řešeńı má kongruence x2 ≡ 31 (mod 71) a x2 ≡ 293 (mod 347).

7. ! Najděte všechna prvoč́ısla p, pro která existuje a ∈ Z takové, že p | a2 + 7.

8. Ukažte, že pokud 3 | a2 + b2, pak 3 | a a 3 | b.
9. Ukažte, že pro liché n plat́ı 8 | n2 − 1.

10. Najděte všechna celoč́ıselná řešeńı rovnice x2 + y2 = 4z − 1.

11. Ukažte, že rovnice x2 + y2 = 8z + 6 nemá žádné celoč́ıselné řešeńı. Najděte daľśı
rovnici o třech neznámých, která nemá žádné celoč́ıselné řešeńı.

12. Najděte všechna prvoč́ısla p, pro které plat́ı: Pokud je x kvadratický zbytek modulo
p, pak je i −x kvadratický zbytek modulo p.

13. * Ukažte, že pokud p > 3 je prvoč́ıslo, pak p děĺı součet všech kvadratických zbytk̊u
modulo p.

14. * Bud’ p prvoč́ıslo, a ∈ Z∗
p, b ∈ Z. Ukažte, že

∑p−1
k=0

(
ka+b
p

)
= 0

15. * Bud’ p liché prvoč́ıslo a 0, a1, ..., a p−1
2

všechny kvadratické zbytky modulo p. Kolik

z č́ısel a1 + 1, ..., a p−1
2

+ 1 jsou taky kvadratické zbytky modulo p?

16. * Ukažte, že pokud n ∈ N je kvadratický zbytek modulo každé prvoč́ıslo, pak n je
čtverec.

6.13 Charaktery a Gaussovy součty

1. ! Určete všechny charaktery modulo n a jejich řády v grupě X(Z∗
n) pro

(a) n = 3,

(b) n = 5,

(c) n = 7,

(d) n = 4,

(e) n = 8,

(f) n = 12,

(g) n = 17,

(h) n = 18.

Nemuśıte vyč́ıslit hodnoty na jednotlivých prvćıch, ale nějak je jednoznačně popǐste.

2. ! Pro každý charakter modulo 3 spočtěte jeho Gauss̊uv součet.

3. Ověřte, že X(Z∗
n) s operacemi definovanými výše tvoř́ı grupu.

4. ! Označme Sn :=
{
e

2πik
n : k = 0, ..., n− 1

}
množinu všech n-tých komplexńıch od-

mocnin z 1.
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(a) Ukažte, že Sn s operaćı násobeńı (jako v C) je grupa. Které grupě je Sn izo-
morfńı?

(b) Ukažte, že generátory grupy Sn (čili primitivńı n-té odmocniny z 1) jsou právě
ζkn, pro které NSD(k, n) = 1. Určete řád zbylých prvk̊u.

(c) Ukažte, že součet všech prvk̊u Sn je 0.

(d) Necht’ χ je charakter modulo n. Ukažte, že jeho obraz Im(χ) := {x ∈ C∗ : ∃a ∈ Z∗
n;x = χ(a)}

je podgrupa Sφ(n).

(e) Popǐste všechny charaktery modulo 11, jejichž obraz je celá S10.

(f) Necht’ a je kvadratický zbytek a χ charakter modulo n. Popǐste, jaké hodnoty
může nabývat χ(a).

5. Ukažte, že Legendre̊uv symbol
(

a
p

)
je charakter modulo p (p prvoč́ıslo). Najděte

všechny charaktery χ modulo p takové, že χ2 = ε, kde ε znač́ı triviálńı charakter.

6. Určete hodnotu
∑

a∈Zn
ζan.

7. Spočtěte Gauss̊uv součet nějakého netriviálńıho charakteru modulo

(a) 5,

(b) 7.

8. Ukažte, že pro charakter χ plat́ı g(χ) = χ(−1)g(χ).

9. ! Bud’ p prvoč́ıslo, p ≡ 3 (mod 4), a bud’ S kvadratický Gauss̊uv součet. Podrobně

ukažte, že S ∈ iR, tedy že S = i
p−1
2 · r pro nějaké r ∈ R.

10. * Ukažte, že X(Z∗
n) ≃ Z∗

n.

11. * Ukažte, že pokud k ∈ N, a, n ∈ Z∗
k, pak plat́ı:

1

φ(k)

∑
χ∈X(Z∗

k)

χ(n) · χ(a) =

{
0 pokud n ̸≡ a (mod k)

1 pokud n ≡ a (mod k)

6.14 Jacobiho symboly

1. ! Určete hodnotu výraz̊u

(a)
(
477
247

)
,

(b)
(
98
51

)
,

(c)
(
89
63

)
,

(d)
(
347
221

)
,

(e)
(
675
223

)
,

(f)
(
735
263

)
.

2. ! Řešte kongruenci x2 ≡ 53 (mod 77).

3. ! Vyšetřete vztah Jacobiho symbol̊u a kongruenćı. Konkrétně:

(a) Rozhodněte, jestli maj́ı kongruence x2 ≡ 18 (mod 127) a x2 ≡ 14 (mod 127)
řešeńı. (127 je prvoč́ıslo.)
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(b) Řešte kongruenci x2 ≡ 58 (mod 209). (209 = 11 · 19)

(c) Rozhodněte, jestli má kongruence x2 ≡ 58 (mod 65) řešeńı.

(d) Řešte kongruenci x2 ≡ 2 (mod 1081). (1081 = 23 · 47)

4. ! V závislosti na lichém prvoč́ısle p určete hodnotu
(

5
3p

)
.

5. ! Necht’ n je liché přirozené č́ıslo. Pomoćı vztah̊u pro
(−1

n

)
a
(
2
n

)
určete explicitně

hodnotu
(−1

n

)
,
(
2
n

)
a
(−2

n

)
v závislosti na n mod 4, resp. 8.

6. Vyšetřete vztah Jacobiho symbol̊u a kvadratických zbytk̊u. Konkrétně:

(a) Ukažte, že pokud n = p1 · · · pk je prvoč́ıselný rozklad č́ısla n, pak kongruence
x2 ≡ a (mod n) má řešeńı právě tehdy, když má řešeńı každá z kongruenćı
x2 ≡ a (mod p1),..., x

2 ≡ a (mod pk).

(b) Odvod’te, že pokud
(
a
n

)
= −1, pak a neńı kvadratický zbytek modulo n.

(c) Najděte př́ıklad, kdy
(
a
n

)
= 1 a a neńı kvadratický zbytek modulo n.

7. Necht’ a1, ..., ak jsou lichá celá č́ısla. Pak plat́ı:

(a) a1−1
2

+ ...+ ak−1
2

≡ a1·...·ak−1
2

(mod 2),

(b)
a21−1

8
+ ...+

a2k−1

8
≡ (a1·...·ak)2−1

8
(mod 8).

8. Vyzkoušejte si testováńı prvoč́ıselnosti pomoćı Solovay-Strassenova testu:

(a) Ukažte, že 15 neńı prvoč́ıslo.

(b) Ukažte, že 7 je prvoč́ıslo.

6.15 Prvoč́ısla speciálńıch tvar̊u

1. Dokončete d̊ukaz tvrzeńı 2.18 ve skriptech:

(a) Ukažte chyběj́ıćı implikaci: Pokud pro prvoč́ıslo p > 2 plat́ı p = a2 + 2b2 pro
nějaká a, b ∈ Z, pak plat́ı p ≡ 1, 3 (mod 8).

(b) Ukažte, že pro prvoč́ıslo p plat́ı: p = a2 + 2b2 pro nějaké a, b ∈ Z, právě když
p neńı prvočinitel v Z[

√
−2].

2. Uvažte obor Z
[
−1+

√
−3

2

]
s normou danou N(x+ y

√
−3) = x2 + 3y2.

(a) Vyjádřete normu prvku a+ b−1+
√
−3

2
, a, b ∈ Z.

(b) * Ukažte, že tento obor je eukleidovský.

(c) Najděte všechna prvoč́ısla p taková, že kongruence x2 ≡ −3 (mod p) má řešeńı.

(d) * Charakterizujte všechna prvoč́ısla, která jdou napsat ve tvaru a2 − ab + b2,
kde a, b ∈ Z. Postupujte podobně jako v d̊ukazu tvrzeńı 2.18 ve skriptech.
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6.16 Rozklad na součin cyklických grup

1. ! Rozložte následuj́ıćı grupy na součin cyklických grup:

(a) Z∗
360,

(b) Z∗
45,

(c) Z∗
200,

(d) Z∗
64,

(e) Z∗
81,

(f) Z∗
120,

2. ! Rozložte grupy Z∗
150, Z∗

294 a Z∗
400 na součin cyklických grup, jejichž řády jsou

mocniny prvoč́ısel.

3. ! Necht’ R a S jsou komutativńı okruhy s jednotkou. Dokažte:

(a) (R× S)∗ = R∗ × S∗,

(b) R ∼= S =⇒ R∗ ∼= S∗.

(c) Pomoćı Č́ınské věty o zbytćıch dokažte: Pokud n = pe11 · ... · pekk je rozklad na
prvoč́ısla, pak Z∗

n
∼= Z∗

p1e1
× ...× Z∗

pk
ek .

4. Ukažte, že Z∗
24 ̸∼= Z∗

4 × Z∗
6. Rozložte Z∗

24 na součin cyklických grup.

6.17 Primitivńı prvky

1. ! Najděte všechny primitivńı prvky modulo 5, 11, 13 a 19.

2. ! Najděte primitivńı prvek modulo n, pro

(a) n = 125,

(b) n = 250,

(c) n = 17,

(d) n = 49,

(e) n = 81,

(f) n = 26,

(g) n = 98,

(h) n = 45.

3. ! Které z následuj́ıćıch grup jsou cyklické?

(a) Z∗
4,

(b) Z∗
14,

(c) Z∗
16,

(d) Z∗
35.

4. ! Najděte alespoň dva primitivńı prvky modulo 49, 121. Určete celkový počet pri-
mitivńıch prvk̊u modulo tyto č́ısla.
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5. Určete počet primitivńıch prvk̊u modulo p, kde p je prvoč́ıslo.

6. Najděte izomorfismus mezi množinou {1,−1, i,−i} s násobeńım a Z4.

7. * Najděte všechny n ∈ N takové, že grupa Z∗
n je cyklická.

8. Bud’ G(·) konečná grupa a P jej́ı podmnožina, která je uzavřená na násobeńı. Pak
je P podgrupa.

9. Dokažte, že pro e ≥ 3 je 52
e−3 ≡ 1 + 2e−1 (mod 2e).

10. Ukažte, že množina P = {1 + 4a| 0 ≤ a < 2e−2} ⊆ Z∗
2e je cyklická podgrupa Z∗

2e

generovaná prvkem 5 a jej́ı řád je roven 2e−2.

11. Necht’ G je podgrupa grupy Z∗
61 generovaná prvky 9 a 11. Kolik má grupa G prvk̊u?

Je cyklická? Pokud ano, najděte nějaký jej́ı generátor.

12. Ukažte, že pokud p, q jsou prvoč́ısla a q = 4p+1, potom 2 je primitivńı prvek modulo
q. (Nápověda: Zamyslete se, jaký řád může mı́t prvek 2 v grupě Z∗

q, a vylučte zbylé
př́ıpady.)

13. Necht’ a je primitivńı prvek modulo prvoč́ıslo p. Ukažte, že a neńı kvadratický
zbytek.

14. Necht’ χ je charakter a a primitivńı prvek modulo prvoč́ıslo p. V závislosti na řádu
χ(a) v grupě Sp−1 určete |Im(χ)|.

6.18 Řešeńı kongruenćı pomoćı primitivńıch prvk̊u

1. ! Vyřešte kongruence

(a) x3 ≡ 1 (mod 13),

(b) x5 ≡ 1 (mod 13),

(c) x10 ≡ 1 (mod 13),

(d) x4 ≡ 3 (mod 13),

(e) x5 ≡ 2 (mod 13),

(f) x5 ≡ 8 (mod 11),

(g) x4 ≡ 9 (mod 11),

(h) x6 ≡ 4 (mod 11),

(i) x12 ≡ −1 (mod 17),

(j) x10 ≡ 16 (mod 23).

6.19 Carmichaelova č́ısla

1. ! Ukažte, že 561 je Carmichaelovo č́ıslo.

2. ! Ukažte, že 1105 je Carmichaelovo č́ıslo.

3. * Zformulujte obecné kritérium, kdy je součin r̊uzných prvoč́ısel Carmichaelovo
č́ıslo.

4. * Bud’ p prvoč́ıslo. Dokažte, že pak č́ıslo pk neńı Carmichaelovo č́ıslo pro libovolné
k ∈ N.
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5. * Necht’ p a q jsou dvě r̊uzná prvoč́ısla. Ukažte, že č́ıslo p · q neńı Carmichaelovo
č́ıslo.

6.20 Involuce

1. Dokažte, že pro sudé n obsahuje grupa Zn právě jednu involuci a pro liché n neob-
sahuje Zn žádnou involuci. Rozmyslete si, co z toho lze vyvodit pro cyklické grupy.

2. ! Najděte všechny involuce v Z∗
15 a dokažte, že tato grupa neńı cyklická.

3. ! Najděte všechny involuce v grupě

(a) Z∗
30,

(b) Z∗
35,

(c) Z∗
51,

(d) Z∗
55.

4. Necht’ p > 2 je prvoč́ıslo. Pak −1 je jediná involuce v Z∗
p.

5. * Najděte všechna n ∈ N takové, že všechny prvky Z∗
n \ {1} jsou involuce.

6.21 Mı́jeńı prvk̊u

1. ! V grupě Z45 najděte všechny prvky, které mı́j́ı prvek

(a) 5,

(b) 2,

(c) 3.

2. ! V grupě Z60 najděte všechny prvky, které mı́j́ı prvek

(a) 7,

(b) 2,

(c) 4,

(d) 6.

3. ! V grupě Z72 najděte všechny prvky, které mı́j́ı prvek

(a) 11,

(b) 4.

4. ! V grupě Z100 najděte všechny prvky, které mı́j́ı prvek

(a) 7,

(b) 5.

5. Necht’ A, B jsou grupy, (e, f) ∈ A× B, a ∈ A. Pokud a mı́j́ı e v A, pak pro každé
b ∈ B prvek (a, b) mı́j́ı prvek (e, f) v A×B.

6. * Najděte obecné kritérium, kdy se v Zn mı́j́ı prvky a a b.
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6.22 Rabin-Millerovi svědci a lháři

1. ! Najděte nějakého lháře r̊uzného od 1 a nesoudělného svědka pro

(a) N = 51,

(b) N = 221,

(c) N = 39,

(d) N = 121.

Poznámka: Č́ısla 1 a N−1 budou lháři vždycky, podobně č́ısla soudělná s N budou
vždycky svědci.

2. ! Najděte a takové, že a je lhář pro 9.

3. ! Najděte nějakého lháře (jiného jako 1) pro č́ıslo 85 a nesoudělného svědka pro
č́ıslo 85.

4. ! Najděte všechna 0 < a < N taková, že a je lhář pro N pro:

(a) N = 15,

(b) N = 21,

(c) N = 27,

(d) N = 35,

(e) N = 77.

5. ! Pomoćı Rabin-Millerova testu ukažte, že 7 je prvoč́ıslo.

6.23 RSA

1. ! Uvažte p = 19, q = 31 a zprávu a = 123. Zvolte si veřejný a soukromý kĺıč pro
šifru RSA a zašifrujte tuto zprávu. Ověřte, že je zprávu možné rozšifrovat pomoćı
soukromého kĺıče.

2. ! V této úloze pošlete zprávu zašifrovanou pomoćı RSA někomu (spolužákovi, nebo
klidně i někomu jinému), kdo ji následně vylušt́ı.

(a) Zvolte si nějaká dvě prvoč́ısla p, q ≤ 100.

(b) Spočtěte N = pq a m = nsn(p− 1)(q − 1).

(c) Najděte nějaká dvě č́ısla e, d tak, aby ed ≡ 1 (mod m). Je možné nejprve
zvolit nějaké e nesoudělné s m a dopoč́ıtat inverz d pomoćı rozš́ıreného Euk-
leidova algoritmu. Č́ısla N , e tvoř́ı veřejný kĺıč, č́ıslo d je vaš́ım soukromým
kĺıčem. Veřejný kĺıč dejte spolužákovi, který vám pomoćı něj pošle zašifrovanou
zprávu. Na oplátku dostanete jeho veřejný kĺıč, pomoćı kterého zašifrujete
zprávu vy pro něj.

(d) Zvolte si nějakou zprávu x (vaše obĺıbené č́ıslo od 1 do N − 1). Pomoćı ciźıho
veřejného kĺıče ji zašifrujte a pošlete (k výpočtu použijte software, př́ıpadně
rychlé mocněńı).

(e) Použijte sv̊uj soukromý kĺıč k vyluštěńı zprávy, která vám přǐsla.
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3. ! Odpovězte na zprávu z předešlé úlohy. Svou odpověd’ podepǐste pomoćı svého
soukromého kĺıče. Co muśı osoba na druhé straně udělat, aby ověřila váš podpis?

4. ! Můj veřejný kĺıč (modul N) je 667 a exponent (č́ıslo e) je 47 , přǐsla mi zpráva
420 zašifrovaná pomoćı RSA. Vyluštěte tuto zprávu.

5. ! Necht’ N = pq pro prvoč́ısla p, q. Rozmyslete si, jak můžeme pomoćı hodnot č́ısel
N a φ(N) určit hodnoty p a q. * Uměli byste to pomoćı hodnot N a exponentu
monoidu ZN(·) (např. s pomoćı poč́ıtače)?

6. Dokažte lemma 3.13 ze skript: At’ jsou p1, . . . , pr po dvou r̊uzné lichá prvoč́ısla.
Nejmenš́ı možný exponent monoidu Zp1···pr(·) je nsn(p1 − 1, . . . , pr − 1).

7. ! Spočtěte 2100 mod 121. (Návod: Napǐste si exponent v dvojkové soustavě. Pomoćı
mocněńı na druhou spočtěte 21 mod 121, 22 mod 121, 24 mod 121, . . . , 264 mod 121.
Vynásobte mezi sebou vhodné výsledky z předchoźı části.) * Zobecněte a odhadněte
počet krok̊u potřebných na výpočet k mod n v závislosti na k.

8. Obecně se věř́ı, že rozložit č́ıslo na prvoč́ısla je výpočetně složité. Pokud je však
č́ıslo nějakého speciálńıho tvaru, lze jej občas rozložit jednoduše. Zp̊usob známý
jako Fermatova metoda využ́ıvá vzorce x2 − y2 = (x+ y)(x− y).

(a) Rozložte č́ıslo 249 919 tak, že jej naṕı̌sete jako rozd́ıl čtverc̊u.

(b) Ukažte, že každé č́ıslo lze zapsat jako rozd́ıl čtverc̊u.

9. Složitěǰśı Eulerova metoda je založena na tom, že se nám nějaké č́ıslo podař́ı napsat
jako součet dvou čtverc̊u dvěma r̊uznými zp̊usoby, t.j. máme N = a2+ b2 = c2+d2,
kde a > b > 0, c > d > 0 a N je liché.

(a) Ukažte, že v tomto tvaru nejde napsat žádné N ≡ 3 (mod 4).

(b) Ukažte, že v tomto tvaru nejde napsat žádné prvoč́ıslo p ≡ 1 (mod 4).

(c) * Ukažte jak pomoćı tohoto zápisu naj́ıt nějaký rozklad N .

6.24 Cyklotomické polynomy

1. ! Spočtěte n-tý cyklotomický polynom pro 1 ≤ n ≤ 6 a pro n = 12, 18.

2. ! Rozložte polynom xn − 1 na součin ireducibilńıch polynomů v Q[x] pro

(a) n = 7,

(b) n = 12,

(c) n = 15,

(d) n = 18,

(e) n = 20.

3. Spočtěte osmý cyklotomický polynom a výpočtem ukažte, že je ireducibilńı v Q[x].

4. Dokažte, že tpk(x) =
∑p−1

i=0 x
ipk−1

pro každé prvoč́ıslo p a k ∈ N.
5. Dokažte, že t2n(−x) = tn(x) pro každé liché n > 1.
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6.25 Dirichletova věta o prvoč́ıslech

1. Rozmyslete si některé speciálńı př́ıpady Dirichletovy věty:

(a) Připomeňte si Eukleid̊uv d̊ukaz, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

(b) Upravte ho a ukažte, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru 4k+3 nebo
6k + 5.

(c) Vysvětlete, proč předchoźı postup nefunguje pro prvoč́ısla jiného tvaru, např́ıklad
4k + 1, nebo obecně ak − 1 pro nějaké a ∈ N.

(d) Ukažte, že pokud pro liché prvoč́ıslo p plat́ı p|n2 + 1 pro nějaké n ∈ N, potom
p muśı být tvaru 4k + 1.

(e) Pomoćı předchoźı úlohy a Eukleidova d̊ukazu ukažte, že existuje nekonečně
mnoho prvoč́ısel tvaru 4k + 1.

(f) Ukažte, že pro prvoč́ıslo p je
(

−2
p

)
= 1, právě když p je tvaru 8k + 1 nebo

8k + 3.

(g) Podobně jako v části e) odvod’te, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru
8k + 3.

(h) Najděte všechna prvoč́ısla p, pro která je 5 kvadratický zbytek modulo p.

(i) Převed’te výsledek předchoźı úlohy na podmı́nku modulo 10 a pomoćı toho
ukažte, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru 10k + 9.

2. Ukažte, že Dirichletova věta je ekvivalentńı tvrzeńı, že pro každé a ∈ N, b ∈ Z, pro
které NSD(a, b) = 1, existuje alespoň 1 prvoč́ıslo p ≡ b (mod a). Uvědomte si, že z
toho neplyne, že z existence jednoho prvoč́ısla p ≡ 5 (mod 11) je takových prvoč́ısel
nekonečně mnoho.

6.26 Jiné

1. * Ukažte, že pro n > 1 výraz
∑n

k=1
1
k
nikdy neńı celé č́ıslo. (Nápověda: Použijte

Bertrand̊uv postulát, že mezi n a 2n vždy existuje aspoň jedno prvoč́ıslo).

2. * Rozhodněte, jestli existuje nějaká mocnina 2, jej́ıž cifry lze přeskládat tak, aby
vznikla jiná mocnina 2.

3. * Ukažte, že každá grupa, jej́ıž všechny prvky maj́ı řád 2, je komutativńı.

4. * Dokažte, že pro n > 1 plat́ı n ∤ 2n − 1.

5. * Ukažte, že pokud č́ısla a, b jdou zapsat jako součet dvou čtverc̊u, pak jde takto
zapsat i ab. Pomoćı toho charakterizujte všechna taková č́ısla.



7. Výsledky a řešeńı vybraných
př́ıklad̊u

Tato kapitola obsahuje výsledky, návody či podrobná řešeńı vybraných př́ıklad̊u z předchoźı
kapitoly, které sepsal Martin Raška.

7.1 Základy

1. (a) Plat́ı.

(b) Neplat́ı.

(c) Plat́ı. Pro spor předpokládejme, že nějaké přirozené č́ıslo děĺı zároveň an a bm,
BÚNO je to prvoč́ıslo p. Poté ale p děĺı i a a b, nebot’ jejich mocniny maj́ı ve
svém prvoč́ıselném rozkladu stejná prvoč́ısla. To je chtěný spor..

(d) Neplat́ı.

2. Ne.

7. Funguje např́ıklad (n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, . . ..

7.2 Valuace

1. (d) v2(170) = 1, v5(170) = 1, v17(170) = 1, vp(170) = 0 pro ostatńı prvoč́ısla p,

(e) v2(360) = 3, v3(360) = 2, v5(360) = 1, vp(170) = 0 pro ostatńı prvoč́ısla p.

3. (a) Uvědomı́me si, že p-valuace odpov́ıdaj́ı exponent̊um v prvoč́ıselném rozkladu.
Tedy a = ±

∏
p prvoč́ıslo p

vp(a), b = ±
∏

p prvoč́ıslo p
vp(b) a ab = ±

∏
p prvoč́ıslo p

vp(ab).

Pronásobeńım prvńıch dvou vztah̊u dostaneme ab = ±
∏

p prvoč́ıslo p
vp(a)vp(b). Z

jednoznačnosti prvoč́ıselných rozklad̊u už dostaneme chtěnou rovnost.

(b) Protože je m
n
celé č́ıslo, tak n děĺı m a můžeme psát m = nk. Potom

vp

(m
n

)
= vp(k) = vp(k) + vp(n)− vp(n) = vp(nk)− vp(n) = vp(m)− vp(n).

4. Např́ıklad a = b = 1 a p = 2 (v2(1) = 0 a v2(1 + 1) = 1).

6. (d) 24.

76
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7.3 Eulerova a Malá Fermatova věta

7.4 Č́ınská zbytková věta

7.5 Cyklické grupy

4. Postup řešeńı jak naj́ıt všechny generátory:

Z12 = {0, 1, . . . , 11}. Zřejmě a ∈ Z12 generuje Z12 právě tehdy když Z12 = {na |
n ∈ Z}. Vzhledem k tomu, že nav́ıc 12a = 0, tak se ekvivalentně ptáme, kdy
Z12 = {na | n = 0, 1, . . . , 11}.
Dále si všimněme, že pokud d = NSD(a, 12) > 1, tak d | na pro všechna n, tedy
se nikdy nemůže stát na = 1 a a negeneruje celou Z12. Zbývá dokázat, že všechny
zbylé a ∈ Z12, NSD(a, 12) = 1 jsou generátory Z12.

Zřejmě ⟨1⟩ = Z12. Pro a ∈ {5, 7, 11} si jde bud’ vypsat celou množinu {na | n =
0, 1, . . . , 11} (např. pro a = 5 vyjde 0, 5, 10, 3, 8, 1, 6, 11, 4, 9, 2, 7, tedy ⟨5⟩ = Z12),
nebo můžeme naj́ıt odpověd’ na otázku, zda má kongruence na ≡ b (mod 12) řešeńı
n ∈ Z pro libovolné b ∈ Z.
Pro a = 5 z Bézoutovy rovnosti d́ıky NSD(5, 12) = 1 najdeme n,m ∈ Z, že 5n +
12m = 1, tedy 5n ≡ 1 (mod 12). Neboli 5 má inverz modulo 12 a kongruence 5n ≡ 1
(mod 12) má řešeńı. Rovněž pak má řešeńı i kongruence b ≡ 5(nb) (mod 12), a tedy
⟨5⟩ = Z12.

Rozmyslete si, že podobný argument lze použ́ıt i pro a = 7, 11. Tento argument jde
zobecnit pro libovolné Zn.

Generátory Z12 jsou 1, 5, 7, 11.

7. Najdeme všechny homomorfismy.

Při určováńı homomorfismů je kĺıčové pozorováńı, že pokud ak = 1, tak 1 = φ(1) =
φ(ak) = φ(a · a · · · a) = φ(a)k neboli pokud má prvek a řád k, tak řád prvk̊u φ(a)
děĺı k. (Pro sč́ıtaćı grupy jde tohle pozorováńı přepsat jako na = 0 ⇒ nφ(a) = 0.)

(a) Uvažujme nějaký homomorfismus φ : Z3 → Z6. Vid́ıme, že Z3 = ⟨1⟩, jako
d̊usledek tak φ(a) = aφ(1) pro libovolné a ∈ Z3. Pokud tedy urč́ıme φ(1), tak
už máme vynucené podmı́nky pro to, jak muśı celé zobrazeńı vypadat. Dále
si všimněme, že 3 · 1 = 0 v Z3 (řád 1 v Z3 je 3), a tedy podle výše uvedeného
pozorováńı rovněž 3φ(1) = 0 v Z6 (neboli φ(1) má v Z6 řád 1 nebo 3). Rovnost
3n = 0 v Z6 splňuj́ı pouze prvky {0, 2, 4}, a tedy φ(1) ∈ {0, 2, 4}.
Dostáváme, tak tři potenciálńı zobrazeńı:

i. φ0: φ0(0) = φ0(1) = φ0(2) = 0, což je triviálńı homomorfismus,

ii. φ2 : φ2(0) = 0, φ2(1) = 2, φ2(2) = 2 · 2 = 4,

iii. φ4 : φ2(0) = 0, φ4(1) = 4, φ4(2) = 2 · 4 = 2.

Ověřte si, že skutečně všechna tato tři zobrazeńı jsou dobře definované ho-
momorfismy (tj. vztah φ(g · h) = φ(g) ∗ φ(h) je zachován po složkách pro
všechna g, h ∈ Z3). Bud’ to jde vyloženě po prvćıch nebo si uvědomte, jak jsou
homomorfismy definované pomoćı φ(1).
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Dohromady tak máme triviálńı homomorfismus (ten existuje vždy) a dva ne-
triviálńı.

(b) Podobně jako v a) si uvědomı́me, že 1 je generátor Z5 a φ je určené obrazem
φ(1). Vzhledem k tomu, že řád 1 v Z5 je 5 (5 ·1 = 0), tak máme, že 5 ·φ(1) = 0
neboli řád φ(1) v Z6 děĺı 5. Prvek φ(1) má tedy bud’ řád 1 (pak φ(1) = 0
a dostáváme triviálńı homomorfismus), nebo má řád 5. Nicméně v grupě Z6

neńı žádný prvek řádu 5, nebot’ z Lagrangeovy věty muśı řád prvku dělit řád
grupy (|Z6| = 6). Tento př́ıpad tak nemůže nastat.

Jediný homomorfismus mezi zadanými grupami je triviálńı.

(c) φ(1) se muśı zobrazit na prvek řádu 1, 2 nebo 4, tedy φ(1) ∈ {0, 2, 4, 6}.
Všechny tyto možnosti daj́ı homomorfismus definovaný po prvćıch jako φ(a) =
aφ(1). (To, že jsou to skutečně homomorfismy je třeba ověřit – bud’ ručně, nebo
to dokázat obecně).

(d) Podobně jako výše se φ(1) muśı zobrazit na prvek řádu 1, 2 nebo 4. Prvky
řádu 4 v Z6 nejsou, pro ostatńı dostaneme možnosti φ(1) ∈ {0, 3}, oba opět
daj́ı funkčńı homomorfismy.

(e) Podobně jako výše se φ(1) muśı zobrazit na prvek řádu 1, 2 nebo 4. Nicméně
z těchto řád̊u existuje v Z7 pouze prvek řádu 1 (je j́ım 0), a tedy dostaneme
pouze možnost φ(1) = 0 a triviálńı homomorfismus.

8. (a) Protože 11 je prvoč́ıslo, tak z přednášky v́ıme, že grupa je cyklická. Pojd’me
tedy naj́ıt nějaký primitivńı prvek. |Z∗

11| = 10, řád libovolného prvku a ∈ Z∗
11

tak z Lagrangeovy věty děĺı 10, tedy je to jedno z č́ısel 1 (jednotka), 2, 5 nebo
10 (primitivńı prvky). Takže na ověřeńı, že je a primitivńı prvek, stač́ı ukázat,
že a, a2, a5 ̸= 1.

Zkusme např́ıklad a = 2. Pak a = 2 ̸= 1, a2 = 22 = 4 ̸= 1 a a5 = 10 ̸= 1. Řád
2 je tak nutně 10 a 2 je primitivńı prvek.

(b) Z∗
8 = {1, 3, 5, 7}, hledáme prvek řádu 4. Nicméně 1 má řád 1 a pro zbylé prvky

plat́ı 32 = 52 = 72 = 1, a tedy maj́ı řád 2. Vid́ıme tedy, že žádný prvek
negeneruje celou Z∗

8 a grupa neńı cyklická.

10. (a) Z18 = {0, 1, . . . , 17}. Analogicky k předchoźımu pro a ∈ Z18 plat́ı, že po-
kud NSD(a, 18) > 1, tak NSD(a, 18) | na pro všechna n a ⟨a⟩ ⊊ Z18. Pro
NSD(a, 18) = 1, tedy a ∈ {1, 5, 7, 11, 13, 17}, lze stejně jako v předchoźıch
úlohách ukázat, že skutečně generuj́ı celou Z18.

(b) Pokud pro a ∈ Zn plat́ı d = NSD(a, n) > 1, tak d | na pro všechna n,
1 ̸∈ ⟨a⟩ ⊊ Z18 a a tak negeneruje celou Zn.

(c) V návaznosti na část b) si rozmysĺıme, že všechny prvky splňuj́ıćıNSD(a, n) =
1 už jsou generátory. Jde o př́ımé zobecněńı d̊ukazu provedeného v př́ıkladu 4.

11. (a) Na to, aby byl φ homomorfismus, tak muśıme ukázat, že pro všechna a, b ∈ Z6

plat́ı
φ((a+ b) mod 6) = (φ(a) + φ(b)) mod 3.

Z definice ϕ, tak chceme ukázat, že

((a+b) mod 6) mod 3 =? ((a mod 3)+(b mod 3)) mod 3 = a+b mod 3.
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Pokud si označ́ıme c = (a + b) mod 6, tak chceme vlastně ř́ıct, že c ≡ a + b
(mod 3). Nicméně v́ıme, že a + b ≡ c (mod 6) a protože 3 děĺı 6, tak i a +
b ≡ c (mod 3). Tedy se skutečně jedná o homomorfismus. (Podmı́nku bychom
přirozeně mohli ověřit i po prvćıch, ale to je zbytečně pracné.)

(b) V tomto př́ıpadě nejde o homomorfismus. Speciálně si můžeme všimnout, že
např́ıklad

0 = φ(0) = φ(1 + 4) ̸= φ(1) + φ(4) = 2.

13. a) Z Lagrangeovy věty plat́ı, že řády prvk̊u jsou bud’ 1 nebo 7. Očividně jediný
prvek řádu 1 je 0 (jednotka v této grupě) a ostatńı prvky budou mı́t řád 7.

b) Z∗
7 je cyklická, jak v́ıme. Bud’ můžeme řády spoč́ıtat pro každý prvek zvlášt’,

nebo si pro zjednodušeńı práce můžeme naj́ıt nějaký primitivńı prvek modulo 7. S
trochou snahy zjist́ıme, že je j́ım např́ıklad 3. Každý prvek jde potom tedy zapsat
ve tvaru 3k a hledáme nejmenš́ı n takové, že (3k)n = 1 neboli nk ≡ 0 (mod 6),
nebot’ 36 = 1. Z toho už snadno odvod́ıme, že n = 6

NSD(6,k)
.

Speciálně tak vid́ıme, že řád 1 má přesně 30 = 1, řád 2 má přesně 33 = 6, řád 3
maj́ı přesně 32 = 2, 34 = 4 a řád 6 maj́ı 31 = 3, 35 = 5.]

14. Cyklické jsou právě Z∗
5 (generátory 2, 3), Z∗

6 (generátor 5) a Z∗
9 (generátory 2, 5).

Grupa Z∗
12 naopak cyklická neńı, nebot’ v ńı všechny prvky maj́ı řád nanejvýš 2.

16. (a) 3 (primitivńı prvek 2)

5 (primitivńı prvky 2, 3)

7 (primitivńı prvky 3, 5)

(b) Hledáme homomorfismus, který bude zároveň bijekce. Protože jsou velikosti
grup shodné, tak stač́ı ukázat, že bude homomorfismus na celou grupu Z6. Toho
lze doćılit t́ım, že zobraźıme generátor Z∗

7 (primitivńı prvek modulo 7, např. 3)
na generátor Z6 (např. 1). Chceme tak φ(3) = 1 a definujme tedy po prvćıch
bijekci φ(3k) = k pro k ∈ {0, . . . , 5}. Zbývá ověřit, že je to homomorfismus.

17. Stač́ı si uvědomit, že to jsou přesně prvky Z∗
7 s řádek 6, což jsme už v úloze 13.

určili, že jsou 3 a 5.

Obecně, pokud už zvládneme naj́ıt jeden primitivńı prvek (v tomto př́ıpadě např́ıklad
3), tak z postupu z př́ıkladu 13. vyplývá, že ostatńı źıskáme přesně tak, že tento
prvek umocńıme na č́ısla nesoudělná s řádem grupy. Speciálně v našem př́ıpadě
chceme umocnit 3 na č́ısla nesoudělná s 6, což jsou přesně 31 = 3 a 35 = 5.

7.6 Fareyho zlomky

1. Vı́me, že NSD(a, b) = 1. Dı́ky tomu z Bézoutovy rovnosti existuj́ı x, y ∈ Z, že
bx − ay = 1. Pro každé řešeńı (x, y) rovnice bx − ay = 1 jsou řešeńım i dvojice
(x1, y1) = (x + ra, y + rb) pro libovolné r ∈ Z. Můžeme tedy naj́ıt r takové, že
0 ≤ n− b < y1 ≤ n.

Jistě NSD(x1, y1) = 1 (jako řešeńı té rovnice výše). Dále dostaneme x1

y1
− a

b
=

x1b−y1a
y1b

= 1
y1b

> 0. Tedy bud’ x1

y1
∈ Fn nebo x1

y1
> 1. Tak jako tak x1

y1
≥ c

d
, nebot’ je c

d

daľśı prvek v Fn.
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Pokud by pro spor x1

y1
> c

d
. Tud́ıž x1d − cy1 ≥ 1, nebot’ je to celé č́ıslo. Podobně

bc− ad ≥ 1. Dohromady dostaneme

1

y1b
=

x1

y1
− a

b
=

x1

y1
− c

d
+
c

d
− a

b
=

x1d− cy1
dy1

+
bc− ad

bd
≥ 1

dy1
+

1

bd
=

b+ y1
bdy1.

>
n

bdy1.

Tud́ıž d > n. To je ale spor s t́ım, že c
d
∈ Fn. Předpoklad tak byl mylný a muśı

nastat x1

y1
= c

d
. Z toho, že je ale (x1, y1) řešeńım rovnice bx− ay = 1 už dostáváme

chtěný vztah bc− ad = 1.

2. {0
1
, 1
6
, 1
5
, 1
4
, 1
3
, 2
5
, 1
2
, 3
5
, 2
3
, 3
4
, 4
5
, 5
6
, 1
1
} Jedná se o palindrom.

4. 1 +
∑n

i=1 φ(n), kde φ(n) je Eulerova funkce

7.7 Řetězové zlomky

1. 131
41
, 43

30
, 102

47

2. (a) [1, 3],

(b) [3, 1, 1, 3],

(c) [4, 2, 6, 7].

4. Fn−1

Fn
, kde Fn je Fibonacciho posloupnost zač́ınaj́ıćı F0 = F1 = 1.

6. (d) −7+
√
87

2

(e)
√
10
2

7. n = 2: [1, 2], sbĺıžené zlomky 1, 3
2
, 7

5

n = 3: [1, 1, 2], 1, 2, 5
3

n = 11: [3, 3, 6], 3, 10
3
, 63

19

n = 13: [3, 1, 1, 1, 1, 6], 3, 4, 7
2

8. [1]

9. (b) k+
√
k2+4
2

(c) 2−k+
√
k2+2k

2

10. Fn+1

Fn
, kde Fn je Fibonacciho posloupnost zač́ınaj́ıćı F0 = F1 = 1. (obecně jmenovatel

i čitatel splňuje rekurentńı vzorec an+2 = kan+1 + an, odkud lze naj́ıt explicitńı
vzorec)

11. [k, 2k], [k − 1, 1, 2k − 2]

13. Pokud označ́ıme p
q
= [0, a1, . . . , an, 1] daný řetězový zlomek konč́ıćı 1, tak vedleǰśı

zlomky budou právě [0, a1, . . . , an] a [0, a1, . . . , an−1].

7.8 Pellova rovnice

1. Minimálńı řešeńı (3, 2), množina všech řešeńı:
{
(a, b) | a+ b

√
2 = ±(3 + 2

√
2)n, n ∈ Z

}
.

Daľśı explicitńı řešeńı např́ıklad (3 + 2
√
2)2 = 17 + 12

√
2, tj. (17, 12).

2. Uvažte rovnice modulo 3, resp. modulo 7.
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3. (a) minimálńı řešeńı (2, 1), množina všech řešeńı:
{
(a, b) | a+ b

√
3 = ±(2 +

√
3)n, n ∈ Z

}
(b) minimálńı řešeńı (9, 4), množina všech řešeńı:

{
(a, b) | a+ b

√
5 = ±(9 + 4

√
5)n, n ∈ Z

}
(c) minimálńı řešeńı (8, 3), množina všech řešeńı:

{
(a, b) | a+ b

√
7 = ±(8 + 3

√
7)n, n ∈ Z

}
5. (hlavńı myšlenka) Implikace zprava doleva je jasná (x ≥ 1, y ≥ 1). K opačné impli-

kaci uváž́ıme vztah (x+y
√
m)(x−y

√
m) = 1, ze kterého vzhledem k předpoklad̊um

plyne, že 0 < x − y
√
m < 1. Z těchto nerovnost́ı lze při uvážeńı x < 0 nebo y < 0

dostat spor.

6.,7. Uvažme (x1, y1) a (x2, y2), která jsou řešeńımi (zobecněných) Pellových rovnic x2
1−

my21 = A a x2
2−my22 = B. Jak bylo ukázáno na cvičeńı, pokud označ́ıme x3+y3

√
m =

(x1 + y1
√
m)(x2 + y2

√
m), tak x3 − y3

√
m = (x1 − y1

√
m)(x2 − y2

√
m) (lze ověřit

roznásobeńım). Po vynásobeńı těchto dvou rovnost9 dostaneme, že x2
3−my23 = AB.

Pokud tedy máme dvě netriviálńı řešeńı x1+y1
√
m, x2+y2

√
m (klidně stejná) rov-

nice x2−my2 = −1, tak jejich součin je řešeńım rovnice x2−my2 = 1 (rozmyslete si,
že netriviálńı). Podobně z jednoho řešeńı rovnice x2−my2 = B umı́me vygenerovat
nekonečně mnoho přenásobeńım řešeńımi klasické Pellovy rovnice x2 − my2 = 1
(rozmyslete si, že takto dostaneme nekonečně r̊uzných řešeńı).

10. (b)
√
41 = [6, 2, 2, 12], minimálńı řešeńı (2049, 320) a (32, 5)

(e)
√
23 = [4, 1, 3, 1, 8], minimálńı řešeńı (24, 5) a neexistuje

(f)
√
13 = [3, 1, 1, 1, 1, 6], minimálńı řešeńı (649, 180) a (18, 5)

(g)
√
29 = [5, 2, 1, 1, 2, 10], minimálńı řešeńı (9801, 1820) a (70, 13)

(h)
√
61 = [7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14], minimálńı řešeńı (1766319049, 226153980)

a (29718, 3805)

12. ±1,±4,±5

16. Z př́ıkladu 1. v́ıme, že všechna řešeńı jsou tvaru
{
(a, b) | a+ b

√
2 = ±(3 + 2

√
2)n, n ∈ Z

}
.

Když uváž́ıme binomickou větu, tak dostaneme

a =

⌊n
2
⌋∑

i=0

3n−2i · (2
√
2)2i,

b
√
2 =

⌊n−1
2

⌋∑
i=0

3n−2i−1 · (2
√
2)2i+1.

Odtud vid́ıme, že b je vždy dělitelné 2 a pokud je n liché, tak je a dělitelné 3, a
naopak pokud je n sudé, tak je b dělitelné 3.

7.9 Dobré aproximace

1. (a) {0, 1
2
, 2
5
},

(b) {2, 5
3
},

(c) {0, 1
3
, 3
10
},

(d) {1, 7
8
}.

4. α, ⌊α⌋, ⌈α⌉
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7.10 Gaussovská celá č́ısla

1. a) 17−7i
13

, b) 25, c) 7 + 8i

2. a) Z tvrzeńı z přednášky (nebo faktu, že v Z[i] neexistuje prvek normy 7) je 7
prvočinitel v Z[i].
b) N(5+ i) = 26, hledáme tedy rozklad 5+ i na prvočinitele normy 2 a 13 (plat́ı, že
a | b implikuje N(a) | N(b) a z charakterizace prvočinitel̊u na přednášce pak i tito
prvočinitelé muśı existovat). Prvočinitel normy 2 je až na asociovanost právě jeden
(např. i + 1) a po vyděleńı zjist́ıme, že 5 + i = (1 + i)(3 − 2i). Oba tyto prvky už
jsou prvočinitelé, nebot’ maj́ı prvoč́ıselnou normu (př́ıklad 5).

3. Čistě z definice roznásobte oba výrazy.

4. Pokud je N(α) = 1, tak αᾱ = 1 a ᾱ je tak inverz. Naopak pokud α ∥ 1, tak
N(α) | N(1) = 1, což v Z[i] implikuje N(α) = 1.

5. Použijte, že prvočinitelé jsou v gaussovských oborech shodńı s ireducibilńımi prvky.
Jaké normy můžou mı́t dělitelé α?

6. Ano, ne, ano.

7. Prvky součin̊u jsou navzájem asociované, takže to neńı spor (v gaussovských obo-
rech je rozklad jednoznačný až na asociovanost).

9. Implikace zleva doprava je zřejmá. Pro tu druhou to jde bud’ např́ımo rozepsat,
nebo použ́ıt, že z norem dostaneme a2 = N(a) | N(b) = b2, což už nad Z implikuje
a | b.

11. 15 = 3 · 5 = 3 · (2 + i)(2− i)

12 + 21i = 3(4 + 7i) = 3(2 + i)(3 + 2i)

3 + 21i = 3(1 + 7i) = 3(1 + i)(1 + 2i)(2− i)

12. Z předchoźıho př́ıkladu vid́ıme, že NSD je 3. Euklidovým algoritmem dostaneme
3 = (3 + 2i)(12 + 21i) + (−4− 1)(3 + 21i).

13. 1 + i | x+ yi právě tehdy, když 2 | y − x.

7.11 Diofantické rovnice

1. (0, 1).

Předpokládejme, že dvojice (x, y) řeš́ı zadanou rovnici a uvažme rozklad (x+ i)(x−
i) = y5 v gaussovském oboru Z[i]. Nejprve ukážeme, že x + i a x − i jsou v Z[i]
nesoudělná. Pokud by je pro spor nějaký prvočinitel π dělil, tak muśı dělit i jejich
rozd́ıl, tj. π | 2i ∥ 2 ∥ (1+ i)2 (nebot’ i je jednotka a v́ıme, jak v Z[i] vypadá rozklad
2). Protože jsme v gaussovském oboru, tak už nutně π ∥ (1 + i) a BÚNO můžeme
předpokládat π = 1 + i (v daľśım postupu a při uvažováńı dělitelnost́ı nebude
přenásobeńı jednotkou podstatné). Speciálně tak dostaneme v Z[i] dělitelnost

2 ∥ (1 + i)2 = π2 | (x+ i)(x− i) = y5.

Tedy 2 děĺı y5 v Z[i]. To nicméně podle př́ıkladu 6. z minulého cvičeńı implikuje, že
2 děĺı y5 i v Z, a nutně pak 2 | y (nebot’ je 2 v Z prvočinitel). Když se nyńı pod́ıváme
na rovnici modulo 4, tak dostaneme x2 ≡ 3 (mod 4). To se nicméně nemůže stát
pro žádné x ∈ Z a tak máme spor. Prvky x+ i a x− i jsou tak skutečně nesoudělné.
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Nyńı uvažme rozklady na prvočinitele výrazu (x + i)(x − i) = y5. Pro všechny
prvočinitele p jsou p-valuace č́ısla y5 násobky pěti, to stejné tak muśı platit i pro
(x + i) a (x − i), nebot’ pokud by se mocniny nějakého prvočinitele netriviálně
rozdistribuovali mezi oba prvky, tak by to byl spor s nesoudělnost́ı. Můžeme tak
psát x + i ∥ (a + bi)5 pro nějaké a, b ∈ Z. Speciálně tedy x + i = ε(a + bi)5 pro
některé ε ∈ {±1,±i}, což jsou všechny jednotky v Z[i]. Abychom si nyńı ulehčili
práci s rozborem, tak si můžeme všimnout, že ε5 = ϵ a tedy pokud označ́ıme
ε(a+ bi) = c+ di pro vhodná c, d ∈ Z, tak dostaneme

x+ i = ε(a+ bi)5 = ε5(a+ bi)5 = (ε(a+ bi))5 =

= (c+ di)5 = c5 + 5c4di− 10c3d2 − 10c2d3i+ 5cd4 + d5i.

Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostaneme x = c5 − 10c3d2 + 5cd4 a
1 = 5c4d − 10c2d3 + d5 = d(5c4 − 10c2d2 + d4). Nutně tedy muśı platit d | 1, což
povoluje pouze d = ±1.

V př́ıpadě d = 1 z druhé rovnice dostaneme 1 = 5c4 − 10c2 +1, což implikuje c = 0
a z prvńı rovnosti tak máme x = 0. Dosazeńım do zadáńı zjist́ıme, že jediný možný
výsledek je v tomto př́ıpadě (0, 1).

V př́ıpadě d = −1 se snadno přesvědč́ıme, že rovnice 1 = 5c4d− 10c2d3 + d5 nemá
nad Z řešeńı.

Jediné řešeńı je tak (x, y) = (0, 1) (které zároveň splňuje zkoušku).

3. Až na záměnu x, y jsou všechna kladná r̊uzná řešeńı tvaru x = (a2− b2)c, y = 2abc,
z = (a2 + b2)c pro libovolné celé c > 0 a libovolná celá a > b > 0, která jsou
nesoudělná a opačné parity. Libovolné řešeńı, kdy je nějaká z proměnných záporná
dostaneme změnou znamének z těchto. Pokud je alespoň jedna z proměnných 0, tak
lze množinu řešeńı popsat jednoduše.

Na začátku si uvědomme, že můžeme předpokládat, že x, y, z jsou po dvou ne-
soudělná č́ısla. Pokud by totiž nějaké prvoč́ıslo p dělilo dvě z nich, tak ze zadané
rovnosti muśı dělit i to třet́ı. A můžeme si všimnout, že vedle trojice (x, y, z) je pak

řešeńım i trojice
(

x
p
, y
p
, z
p

)
. Tedy z nesoudělných řešeńı můžeme nazávěr vygenero-

vat i všechna soudělná tak, že je jednoduše přenásob́ıme vhodným kladným celým
č́ıslem. Zároveň předpokládejme, že jsou x, y, z nezáporná, nebot’ jsou proměnné v
rovnici v druhé mocnině a libovolné záporné hodnoty by byly řešeńım taky. Pokud
je jedna z proměnných nula, tak si snadno rozmysĺıme, že dostáváme řešeńı tvaru
(0, 0, 0), (a, 0, a) a (0, a, a) pro a > 0, a ∈ Z. Odted’ se tedy omezme pouze na kladná
nesoudělná řešeńı.

Nyńı uvažme v Z[i] rozklad (x+ iy)(x− iy) = z2. Na začátek opět ukážeme, že jsou
členy x + iy a x − iy nesoudělné. Pokus by je pro spor dělil nějaký prvočinitel π,
tak děĺı i jejich součet a rozd́ıl, tedy π | 2x a π | 2iy ∥ 2y. Rozeberme dva př́ıpady:

(a) π | 2. Podobně jako v př́ıpadě −2 můžeme BÚNO předpokládat, že π = 1 + i
a dostaneme, že 2 | x2 + y2 = z2 a tedy 2 | z2, jak v Z[i], tak v Z. Tedy 2 | z
a při pohledu na p̊uvodńı rovnici modulo 4 dostaneme x2 + y2 ≡ 0 (mod 4).
Ovšem vzhledem k tomu, že druhé mocniny můžou modulo 4 dávat zbytek
pouze 0 nebo 1, tak to implikuje, že x2 ≡ y2 ≡ 0 (mod 4). Tud́ıž jsou x i y
sudé a dostáváme spor s jejich nesoudělnost́ı.
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(b) π ∤ 2 Pak z výše uvedeného π | x a π | y. Jde si ale rozmyslet (např́ıklad
přes Bézoutovu rovnost nebo prvočinitele), že dvě celá č́ısla jsou v Z[i] ne-
soudělná právě tehdy, když jsou nesoudělná v Z. Tedy opět dostáváme spor s
předpokládanou nesoudělnost́ı.

Vid́ıme tedy, že x+ iy a x− iy jsou nesoudělné a analogicky plat́ı x+ iy = ε(a+bi)2

pro nějaká a, b ∈ Z a jednotku ε. Speciálně si můžeme všimnout, že −ε(a+ bi)2 =
ε(i(a+ bi))2. Stač́ı tedy uvažovat ε ∈ {1, i}. Tyto př́ıpady rozeberme:

(a) ε = 1. Pak porovnáńım dostaneme x = a2 − b2 a y = 2ab, což po dosazeńı
zpátky do zadáńı dá z = a2 + b2.

(b) ε = i. Pak x = −2ab a y = a2 − b2, což opět po dosazeńı dá z = a2 + b2.

Vid́ıme, že oba př́ıpady se lǐśı pouze prohozeńım proměnných x a y a záměnou
znamének. Předpokládejme tedy BÚNO x = a2 − b2, y = 2ab a z = a2 + b2. Zbývá
rozebrat, za jakých podmı́nek jsou x a y kladné a nesoudělné. Ne př́ılǐs složitým
rozborem vyjde, že se to stane právě tehdy když a > b > 0, a a b jsou nesoudělná
a maj́ı r̊uznou paritu. Zároveň jde ověřit, že pro fixńı x a y už jsou a,b za těchto
podmı́nek určena jednoznačně, a tak jsou všechna tato nalezená řešeńı vzájemně
disjunktńı. Abychom dostali i soudělná řešeńı, tak jednoduše můžeme pronásobit
všechny proměnné nějakou konstantou c > 0, která bude udávat jejich výsledného
největš́ıho společného dělitele.

Dohromady tak dostáváme, že všechny disjunktńı kladné řešeńı jsou právě tvaru
x = (a2 − b2)c, y = 2abc a z = (a2 + b2)c pro libovolné c > 0, a > b > 0, kde a, b
jsou nesoudělné a r̊uzné parity.

4. Jediným řešeńım je (0, 1).

7. (a) a) ±1

(b) Jednotky jsou přesně všechna řešeńı Pellových rovnic x2−2y2 = ±1. Jdou tak
souhrně zapsat jako ±(1 +

√
2)n, n ∈ Z, nebot’ 1 +

√
2 je minimálńım řešeńım

rce x2 − 2y2 = −1.

9. x = a(a2 − 3b2), y = b(3a2 − b2), z = a2 + b2, pro a, b ∈ Z nesoudělná a opačné
parity.

10. (a) (±11, 5)

(b) (±2, 2). Pokud jsou x a y obě sudé, tak jsou činitelé nalevo v (x+2i)(x−2i) =
y3 soudělńı. V takovém př́ıpadě se rovnice po substituci x = 2x1, y = 2y1
převede do tvaru (x1 + i)(x1 − i) = x2

1 + 1 = 2y31 pro lichá x1, y1. Jde ukázat,
že největš́ı společný dělitel závorek nalevo je právě 1+ i s pomoćı čehož už jde
úloha vyřešit (x1+i

1+i
muśı být v d̊usledku třet́ı mocninou nějakého prvku Z[i]).

10. Nemá řešeńı.

13. (±1, 1). Řešte v oboru Z[
√
2]. Ten sice obsahuje nekonečně jednotek, ale pro ε =

±(1 +
√
2)n, n ∈ Z stač́ı u výrazu ε(a + b

√
2)3 uvažovat pouze ε = (1 +

√
2)k,

k ∈ {0, 1, 2}, zbytek se schová do třet́ı mocniny.

14. (0,−1), (±1, 0), (±3, 2). Rovnice jde s trochou snahy a trpělivosti vyřešit př́ımo
nad celými č́ısly.
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7.12 Kvadratické zbytky a Legendreovy symboly

1. Modulo 4: {0, 1}, modulo 7: {0, 1, 2, 4}, modulo 8: {0, 1, 4}, modulo 9: {0, 1, 4, 7},
modulo 17: {0, 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16}.
Postup: Uvědomme si, že (an + b)2 = a2n2 + 2abn + b2 ≡ b2 (mod n). Když tedy
chceme spoč́ıtat všechny kvadratické zbytky modulo n, tak se stač́ı ve skutečnosti
omezit jenom na druhé mocniny prvk̊u v okruhu Zn. Stejně tak si jde uvědomit, že
x2 ≡ (−x)2 (mod n), tedy stač́ı mocnit jenom polovinu prvk̊u.

Např́ıklad pro n = 4 tak dostaneme právě zbytky 02 ≡ 0, 12 ≡ 1 a 22 ≡ 0 (mod 4).
Podobně pro n = 7 dostaneme zbytky 02 ≡ 0, 12 ≡ 1, 22 ≡ 4 a 32 ≡ 2 (mod 7).

3. (a) −1,

(b) −1,

(c) 1,

(d) −1,

(e) −1,

(f) −1,

(g) −1.

4. (
3

p

)
=


0 pokud p = 3,

1 pokud p = 2 nebo p ≡ ±1 (mod 12),

−1 jinak (pokud p ≡ 5, 7 (mod 12)).

(
7

p

)
=


0 pokud p = 7,

1 pokud p = 2 nebo p ≡ 1, 3, 9, 19, 25, 27 (mod 28),

−1 jinak (pokud p ≡ 5, 11, 13, 15, 17, 23 (mod 28)).

(
13

p

)
=


0 pokud p = 13,

1 pokud p = 2 nebo p ≡ 1, 3, 4, 9, 10, 12 (mod 13),

−1 jinak (pokud p ≡ 2, 5, 6, 7, 8, 11 (mod 13)).

Postup pro p = 3:

Rádi bychom použili kvadratickou reciprocitu a převedli úlohu na problém s určeńım(
p
3

)
, což je daleko př́ıstupněǰśı. K jej́ımu použit́ı ale potřebujeme, aby p bylo liché

prvoč́ıslo r̊uzné od 3. Na začátek tedy zvlášt’ vyřeš́ıme př́ıpady p = 2 a p = 3.
Snadno vid́ıme

(
3
3

)
= 0 a

(
3
2

)
= 1.

Nyńı můžeme předpokládat p ̸= 2, 3. Použit́ım kvadratické reciprocity dostáváme(
3

p

)
= (−1)

3−1
2

p−1
2

(p
3

)
= (−1)

p−1
2

(p
3

)
.

Jak je známo (a jde jednoduše ověřit), tak (−1)
p−1
2 je rovno 1 pro p ≡ 1 (mod 4) a

−1 pro p ≡ −1 (mod 4). Podobně (z toho, jak vypadaj́ı kvadratické zbytky modulo
3) dostáváme, že

(
p
3

)
= 1 pro p ≡ 1 (mod 3) a

(
p
3

)
= −1 pro p ≡ 2 (mod 3). Z

Č́ınské zbytkové věty tak máme, že hodnota výrazu napravo je tak jednoznačně
určená t́ım, jaký zbytek dává p modulo 12 = 3 · 4.
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Pokud tedy např́ıklad chceme určit všechny př́ıpady, kdy
(

3
p

)
= 1, tak dostáváme

možnosti:

(a) (−1)
p−1
2 =

(
p
3

)
= 1, tedy p ≡ 1 (mod 4) a p ≡ 1 (mod 3). Snadno nahlédneme,

že to splňuj́ı právě všechna prvoč́ısla p ≡ 1 (mod 12).

(b) (−1)
p−1
2 =

(
p
3

)
= −1, tedy p ≡ 3 (mod 4) a p ≡ 2 (mod 3). Výpočtem

źıskáme, že tohle splňuje právě zbytek p ≡ 11 (mod 12).

Podobně bychom mohli ověřit, že zbylé dvě možnosti (−1)
p−1
2 = −

(
p
3

)
, pro které

vyjde
(

3
p

)
= −1, př́ısluš́ı právě prvoč́ısl̊um, která dávaj́ı zbytek p ≡ 5, 7 (mod 12).

Dohromady tak dostáváme

(
3

p

)
=


0 pokud p = 3,

1 pokud p = 2 nebo p ≡ ±1 (mod 12),

−1 jinak (pokud p ≡ 5, 7 (mod 12)).

5.
(
17
5

)
=
(

5
17

)
= −1

7. Stač́ı si uvědomit, že zadáńı se vlastně ptá, kdy
(

−7
p

)
= 1. Podobným postupem

jako v úloze 4. pro lichá prvoč́ısla odhaĺıme, že je to právě tehdy, když
(
p
7

)
= 1.

Řešeńım je tedy p = 2 a všechna prvoč́ısla tvaru p ≡ 1, 2, 4 (mod 7).

8. Uvažte, jaké zbytky můžou dávat a2 a b2 modulo 3. V jakých př́ıpadech může být
jejich součet dělitelný 3?

11. Uvažte modulo 8.

12. Plat́ı to právě pro p = 2 a p ≡ 1 (mod 4). Přepǐste si zadáńı do řeči Legendreových
symbol̊u a uvažte jejich multiplikativitu. Kdy je −1 kvadratický zbytek modulo p?

13. Zkuste si uvědomit, co se stane s množinou všech kvadratických zbytk̊u, když
je vynásob́ıme nějakým fixńım kvadratickým zbytkem. Pomoćı tohoto pozorováńı
vyjádřete chtěný součet dvěma r̊uznými zp̊usoby a ty porovnejte.

14. Nejprve si uvědomı́me, že ka + b ve skutečnosti neiteruje přes nic jiného než přes
všechny prvky Zp. Pak už se jenom stač́ı zamyslet nad počtem zbytk̊u a nezbytk̊u.

15. Nejedná se vlastně o nic jiného než o řešeńı kongruence x2 ≡ y2 +1 (mod p). Ta je
splněná právě tehdy, když x − y a x + y jsou navzájem inverzńı prvky. Zamyslete
se, jak obecně vypadaj́ı všechny dvojice navzájem inverzńıch prvk̊u v Z∗

p a z toho
úlohu dořešte.

7.13 Charaktery a Gaussovy součty

1. Nı́že jsou popsané charaktery, jejich řády jsou rozeb́ırány pouze pro n = 7.

(a) Existuj́ı právě 2 charaktery modulo 3. Triviálńı ε(1) = ε(2) = 1 a netriviálńı
definovaný po prvćıch jako χ(1) = 1, χ(2) = −1.

(b) Existuj́ı právě 4 charaktery modulo 5. Pokud si je označ́ıme χ1, . . . , χ4, tak je
můžeme definovat po prvćıch např́ıklad jako χm(2

k) = ζkm4 pro 0 ≤ k ≤ 3.
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(c) Existuje právě 6 charakter̊u modulo 7. Pokud si je označ́ıme χ1, . . . , χ6, tak
je můžeme definovat po prvćıch např́ıklad jako χm(3

k) = ζkm6 pro 0 ≤ m ≤ 5
(je to plná definice, protože 3 je primitivńı prvek modulo 7 a tak 3k postupně
procháźı všemi prvky v Z∗

7). Postup viz v řešeńı ńıže. Řád charakteru χm je
roven přesně 6

NSD(6,m)
.

(d) Existuj́ı právě 2 charaktery modulo 4. Triviálńı ε(1) = ε(3) = 1 a netriviálńı
definovaný po prvćıch jako χ(1) = 1, χ(3) = −1.

(e) Existuj́ı právě 4 charaktery modulo 8. Můžeme je zadat např́ıklad po prvćıch
tabulkou:

1 3 5 7

χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 −1
χ4 1 −1 −1 1

(f) Existuj́ı právě 4 charaktery modulo 12. Můžeme je zadat např́ıklad po prvćıch
tabulkou (pro postup viz řešeńı ńıže):

1 5 7 11

χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 −1
χ4 1 −1 −1 1

(g) Existuje právě 16 charakter̊u modulo 17. Pokud si je označ́ıme χ1, . . . , χ16, tak
je můžeme definovat po prvćıch např́ıklad jako χm(3

k) = ζkm6 pro 0 ≤ k ≤ 15.

Postup pro n = 7, n = 12:

Na začátek si obecně uvědomı́me kĺıčové pozorováńı o řádech prvk̊u. Pokud pro
nějaký prvek a ∈ Z∗

n plat́ı ak = 1, tak

1 = χ(1) = χ(ak) = (χ(a))k,

nebot’ χ je homomorfismus. Speciálně tak dostáváme, že χ(a) je nějaká k-tá odmoc-
nina z 1. Protože z Eulerovy věty máme v Z∗

n pro libovolný prvek rovnost aφ(n) = 1,
tak je speciálně χ(a) nějaká φ(n)-tá odmocnina z 1 pro každý charakter modulo n
a každé a ∈ Z∗

n.

b) n = 7. Všimneme si, že 3 je primitivńı prvek modulo 7, nebot’ všechny mocniny
3, 32, . . . , 35 jsou r̊uzné od 1. Z toho dostáváme, že každý prvek a ∈ Z∗

7 lze zapsat
ve tvaru 3k a plat́ı χ(a) = χ(3k) = χ(3)k. Volba χ(3) nám tedy již jednoznačně
definuje celý charakter. Pro χ(3) máme podle výše uvedeného pozorováńı nanejvýš
6 možných voleb a jsou jimi právě 6-té odmocniny z 1 (ζm6 , 0 ≤ m ≤ 5). Pro
tyto volby pak můžeme dodefinovat zobrazeńı jediným př́ıpustným zp̊usobem jako
χm(3

k) = ζkm6 . Jak dokazuje Lemma 4.5. ze skript, tak toto již skutečně jsou dobře
definované charaktery modulo 7.

Je tedy přesně 6 výše popsaných charakter̊u modulo 7.

Pokud chceme určit řády těchto charakter̊u, tak myšlenka řešeńı je taková, že z
definice řádu v grupě hledáme nejmenš́ı přirozeńı č́ıslo r takové, že χr

m = ε v grupě
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charakter̊u. To v překladu znamená, že chceme 1 = (χm(3
k))r = ζkmr

6 pro všechna
0 ≤ k ≤ 5. To se zřejmě stane právě tehdy, když 6 | kmr, z čehož už plyne
požadovaný výsledek 6

NSD(6,m)
.

c) Pro n = 12 máme Z∗
12 = {1, 5, 7, 11}. Neexistuje zde primitivńı prvek, nicméně si

můžeme všimnout, že 52 = 72 = 112 = 1. Všechny χ(5), χ(7), χ(11) jsou tedy bud’

1 nebo −1. Jistě taktéž χ(1) = 1 (to plat́ı pro každý charakter). Nav́ıc si můžeme
všimnout, že 5 · 7 = 11, tedy χ(5)χ(7) = χ(11). Z toho vid́ıme, že stač́ı určit pouze
hodnoty χ(5) a χ(7) a ty nám už jednoznačně urč́ı zbytek. Máme tak pouze čtyři
ńıže uvedené možnosti, jak je zvolit a snadno se již přesvědč́ıme, že každá z nich
skutečně definuje homomorfismus.

1 5 7 11

χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 −1
χ4 1 −1 −1 1

2. Pro triviálńı charakter vyjde g(ε) = ζ3 + ζ23 = −1. Pro jediný netriviálńı charakter
modulo 3 dostaneme g(χ) = ζ3−ζ23 = i

√
3. (Triviálńı charakter jde vypoč́ıtat stejně

jako ve skriptech za použit́ı
∑

a∈Zp
ζap = 0 nebo si jde uvědomit, že ζ3 = −1

2
+ i

√
3
2

a ζ23 = ζ3.)

3. Jednak je nutné ověřit, že takto po prvćıch zadefinovaný součin a inverz charakter̊u
je skutečně opět charakter modulo n (tj. homomorfismus ze Z∗

n do C∗). Grupová
asociativita pak bude plynout z asociativity násobeńı komplexńıch č́ısel. To, že je ε
jednotka je snadné a funkčnost inverz̊u plyne z toho, že pro prvky C na jednotkové
kružnici plat́ı z = z−1.

5. Legendre̊uv symbol zřejmě dobře definuje zobrazeńı ze Z∗
p do C∗. To, že je to ho-

momorfismus (a tedy charakter modulo p), plyne z multiplikativity Legendreova
symbolu.

Pro druhou část si nejdř́ıve rozmysleme, že ε a
(

a
p

)
jistě zadanou rovnost splňuj́ı.

Nav́ıc plat́ı, že jsou to jediné takovéto charaktery. To plyne z toho, že charakter
je jednoznačně určen obrazem nějakého primitivńıho prvku g modulo p. Nicméně
χ(g)2 = 1, takže máme pouze dvě možnosti χ(g) = ±1 a existuj́ı tak právě dva

charaktery splňuj́ıćı χ2 = ε. Nutně to tedy jsou právě ε a
(

a
p

)
. Můžete si rozmyslet,

proč plat́ı
(

g
p

)
= −1 pro libovolný primitivńı prvek g.

6. Důkaz je ve skriptech na konci sekce 4.2. Zásadńı myšlenka je taková, že když
přenásob́ıme sumu nějakou n-tou odmocninou z 1, tak se množina sč́ıtanc̊u nezměńı
(a tedy ani výsledná suma.)

7. (a) g(χ1) = 1 · e 2πi
5 + ie

4πi
5 + (−i)e

6πi
5 − 1 · e 8πi

5 = i 4
√
−15 + 20i. Doj́ıt k to-

muto výsledku je poměrně pracné, jedna možná cesta (možná ne nejsnazš́ı)
je např́ıklad např́ımo spoč́ıtat sin(x) a cos(x) pro x = 2π

5
za použit́ı (cos(x) +

i sin(x))5 = cos(5x) + i sin(5x).

(b) Můžeme se pod́ıvat např́ıklad na charakter př́ısluš́ıćı Legendreovu symbolu

χ(a) =
(

a
p

)
. Dostaneme g(χ) = ζ7 + ζ27 − ζ37 + ζ47 − ζ57 − ζ67 . Můžete si zkusit
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spoč́ıtat tuto hodnotu např́ımo. Z přednášky nicméně v́ıme, že vyjde přesně
i
√
7 (konec sekce 4.3).

11. Nejdř́ıv si uvědomte, že χ(n)χ(a) = χ(na−1). Nedělalo se na přednášce nějaké
tvrzeńı, které by na tuto sumu šlo napasovat?

7.14 Jacobiho symboly

1. (a) Budeme postupně použ́ıvat vlastnosti Jacobiho symbol̊u, viz věta 4.14 ze
skript.(

477

247

)
=

(
230

247

)
=

(
2

247

)(
115

247

)
= (−1)

2472−1
8 (−1)

247−1
2

115−1
2

(
247

115

)
=

= −
(

17

115

)
= −(−1)

115−1
2

17−1
2

(
115

17

)
= −

(
13

17

)
=

= −(−1)
13−1

2
17−1

2

(
17

13

)
= −

(
4

13

)
= −

(
2

13

)(
2

13

)
= −1.

Všimněte si, že jsme se při výpočtu úplně vyhnuli rozkladu na prvoč́ısla (kromě
dělitelnosti 2).

(b) −1,

(c) −1,

(d) −1,

(e) −1.

2. Dı́ky č́ınské zbytkové větě je zadaný problém ekvivalentńı s dvoj́ıćı podmı́nek x2 ≡ 9
(mod 11) a x2 ≡ 4 (mod 7). Snadno ověř́ıme, že obě tyto kongruence už maj́ı řešeńı.
Prvńı z nich konkrétně x ≡ ±3 (mod 11) a druhá z nich x ≡ ±2 (mod 7). Nyńı
akorát potřebujeme zpětně naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı zbytky modulo 77.

(a) x ≡ 3 (mod 11) a x ≡ 2 (mod 7). To odpov́ıdá prvk̊um x ≡ 58 (mod 77).

(b) x ≡ 3 (mod 11) a x ≡ −2 (mod 7). To odpov́ıdá prvk̊um x ≡ 47 (mod 77).

(c) x ≡ −3 (mod 11) a x ≡ 2 (mod 7). To odpov́ıdá prvk̊um x ≡ 30 (mod 77).

(d) x ≡ −3 (mod 11) a x ≡ −2 (mod 7). To odpov́ıdá prvk̊um x ≡ 19 (mod 77).

Řešeńım tedy jsou x ≡ 19, 30, 47, 58 (mod 77).

(Řešeńı 30 a 19 jsme mohli naj́ıt už z předchoźıch znalost́ı jako −47 a −58.)

3. (a) Jacobiho symboly v tomto př́ıpadě splývaj́ı s Legendreovými a pomoćı nich
můžeme zjistit, že prvńı kongruence má řešeńı, zat́ımco druhá ne.

(b) x ≡ 39, 94, 115, 170 (mod 209)

(c) Ačkoliv Jacobiho symbol vyjde 1, kongruence nemá řešeńı.
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7.15 Prvoč́ısla speciálńıch tvar̊u

7.16 Rozklad na součin cyklických grup

1. (a) Z∗
360

∼= Z2 × Z2 × Z2 × Z3 × Z4.

(b) Z4 × Z2 × Z3,

(c) Z2 × Z2 × Z4 × Z5,

(d) Z2 × Z16,

(e) Z2 × Z27.

7.17 Primitivńı prvky

1. Postup pro n = 11:

Zkuśıme ověřit zda je 2 primitivńı prvek. |Z∗
11| = 10, z Lagrangeovy věty maj́ı prvky

řád této grupě řád, jež děĺı 10, tedy 1, 2, 5 nebo 10. Vid́ıme, že 21 ̸= 1, 22 = 4 ̸= 1 a
25 = −1 ̸= 1. Z toho už plyne, že řád 2 je 10 neboli že 2 primitivńı prvek. Podobně
bychom mohli vyzkoušet pro všechna ostatńı č́ısla, zda jsou to primitivńı prvky.
Ukažme si ale chytřeǰśı zp̊usob využ́ıvaj́ıćı toho, že jeden generátor jsme již našli.

Z toho, že 2 je primitivńı prvek, tak můžeme explicitně popsat izomorfismus Z10
∼=

Z∗
11 tak, že prvku a ∈ Z10 přǐrazuje 2a ∈ Z∗

11. Vı́me, že generátory Z10 jsou právě
č́ısla nesoudělná s 10, tedy 1, 3, 7, 9, a zároveň izomorfismus muśı zobrazovat ge-
nerátory na generátory. Z toho dostáváme, že primitivńı prvky modulo 11 jsou
právě 21 = 2, 23 = 8, 27 = 7 a 29 = 6.

2. (a) Výpočet bude př́ımo koṕırovat d̊ukaz věty 5.5.a) a explicitně poṕı̌seme izo-
morfismus Z4 ×Z52

∼= Z∗
125. Proto tento postup v principu funguje pouze pro

mocniny lichých prvoč́ısel. Z d̊ukazu věty plyne, že uvedený izomorfismus č́ıslu
(a, b) přǐrad́ı xa · 6b, kde x je libovolný pevný prvek řádu 4 a 6 je zvoleno jako
5 + 1 (125 = 53). Zbývá nám tedy určit nějaký prvek řádu 4.

Z d̊ukazu plyne, že se stač́ı pod́ıvat na nějaký primitivńı prvek modulo 5,
ten bude mı́t v Z∗

125 řád dělitelný 4, a tud́ıž po jeho vhodném umocněńı
už nějaký prvek řádu 4 najdeme. Primitivńı prvek modulo 5 je např́ıklad 2.
|Z∗

125| = 100 = 22 · 52, tedy řád 2 muśı dělit 100. Po vyzkoušeńı všech dělitel̊u
zjist́ıme, že řád je 100 (pro potvrzeńı stač́ı ověřit 250 ̸= 1, 220 ̸= 1, ostatńı
menš́ı dělitelé některého z těchto děĺı). Mohli bychom tady skončit a prohlásit,
že 2 je primitivńı prvek modulo 125. Dokončeme ale konstrukci uvedeného
izomorfismu. Protože má 2 řád 100, tak 225 = 57 má řád 4.

Výše uvedený izomorfismus, tak může být tvaru (a, b) → 57a6b. V Z4 × Z52

umı́me generátory zase jednoduše popsat (v obou souřadnićıch muśı být č́ıslo
nesoudělné se základem), jedńım z nich je např́ıklad (1, 1), jako daľśı primitivńı
prvek modulo 125 tak dostaneme 57 · 6 = 92.

(b) Z∗
250

∼= Z∗
125 ×Z∗

2, kde tento izomorfismus je dán z Č́ınské věty o zbytćıch tak,
že č́ıslo modulo 250 přǐrad́ı jeho zbytky po děleńı 125 a 2. Prvky Z∗

125 × Z∗
2

jsou všechny tvaru (a, 1) a protože 2 je primitivńı prvek modulo 125, tak (2, 1)
bude generátor. Zbývá tedy určit, jaký prvek Z∗

250 př́ısluš́ı této dvojici neboli
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jaké č́ıslo dává zbytek 2 po děleńı 125 a 1 po děleńı 2. Snadno nahlédneme, že
je 127 a dostali jsme tak primitivńı prvek modulo 250.

(h) neexistuje

3. Které z následuj́ıćıch grup jsou cyklické?

(a) Ano.

(b) Ano.

(c) Ne.

(d) Ne.

5. φ(φ(p)) = φ(p− 1)

7.18 Řešeńı kongruenćı pomoćı primitivńıch prvk̊u

1. (a) Pokud x splňuje rovnici, tak jistě x ̸= 0 (mod 13), tj. (x (mod 13)) ∈ Z∗
13.

Jak v́ıme z předchoźıch cvičeńı, primitivńı prvek modulo 13 je např́ıklad 2.
Prvek 2 tak má řád 12 a všechny prvky Z∗

13 lze zapsat ve tvaru 2a, 0 ≤ a ≤ 11.
Řeš́ıme tedy kongruenci (2a)3 = 23a ≡ 1 (mod 13), což je splněno právě tehdy
když 12 | 3a neboli 4 | a. Dostáváme tak řešeńı x ≡ 20, 24, 28 (mod 13) čili
x ≡ 1, 3, 9 (mod 13).

Poznámka: Pokud by se na pravé straně zadané kongruence nevyskytovala 1,
ale jiný prvek Z∗

13, mohli bychom si ho vyjádřit pomoćı primitivńıho prvku ve
tvaru 2k pro vhodné k a situace by se řešila obdobně.

(b) x ≡ 1 (mod 13)

(c) x ≡ ±1 (mod 13)

(d) x ≡ 2, 3, 10, 11 (mod 13)

(f) Tato kongruence nemá řešeńı.

(g) x ≡ 5, 6 (mod 11)

7.19 Carmichaelova č́ısla

7.20 Involuce

2. Hledáme tedy prvky x ∈ Z∗
15 takové, že x

2 = 1 a x ̸= 1. Máme tak x2 ≡ 1 (mod 15),
což lze přepsat na součin

(x− 1)(x+ 1) ≡ 0 (mod 15).

To je splněno právě tehdy, když x ≡ ±1 (mod 3) a x ≡ ±1 (mod 5) (3 a 5 jsou
prvoč́ısla, a tedy už muśı některou z uvedených závorek dělit). To můžeme rozdělit
na 4 př́ıpady, které vyřeš́ıme pomoćı č́ınské zbytkové věty:

(a) x ≡ 1 (mod 3) a x ≡ 1 (mod 5). To odpov́ıdá prvku 1 ∈ Z∗
15, o kterém ale

v́ıme, že neńı involućı.
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(b) x ≡ 1 (mod 3) a x ≡ −1 (mod 5). To odpov́ıdá prvku 4 ∈ Z∗
15 (skutečně

42 = 16 ≡ 1 (mod 15)).

(c) x ≡ −1 (mod 3) a x ≡ 1 (mod 5). To odpov́ıdá prvku 11 ∈ Z∗
15.

(d) x ≡ −1 (mod 3) a x ≡ −1 (mod 5). To odpov́ıdá prvku 14 = −1 ∈ Z∗
15.

Všechny involuce v Z∗
15 jsou tedy 4, 11, 14.

Jak v́ıme, tak v cyklických grupách (tj. Zn(+) pro nějaké n) existuje nanejvýš jedna
involuce (plyne z řešitelnosti rovnice 2x ≡ 0 (mod n)), grupa Z∗

15 tak nemůže být
cyklická.

3. (a) 11, 19, 29,

(c) 16, 35, 50.

5. n = 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24

7.21 Mı́jeńı prvk̊u

1. (a) Na Z45 se d́ıváme jako na sč́ıtaćı grupu, hledáme tedy všechny prvky a ∈ Z45,
že neplat́ı ani jedna z rovnost́ı a = 5n a 5 = an pro žádné n. Z prvńı podmı́nky
vid́ıme, že pokud 5 | a, tak 5 nemı́j́ı a. Podobně si můžeme rozmyslet, že pokud
NSD(a, 45) = 1 (tj. a má inverz modulo 45), tak existuje n takové, že an ≡ 5
(mod 45) – jednoduše stač́ı zvolit n = 5a−1. Tyto prvky tedy taky nemı́j́ı 5.

Zbývá nám př́ıpad 5 ∤ a a 3 | a. Ukážeme, že všechny tyto prvky skutečně už
a mı́j́ı. Jistě a ̸= 5n, nebot’ 5 ∤ a. Podobně ale všechny prvky tvaru an jsou
dělitelné 3 (což se v Z45 zachová nebot’ 3 | 45), což 5 nesplňuje. Tedy právě
všechny prvky množiny 3Z45 \ 5Z45 = {3, 6, 9, 12, 18, 21, 24, 27, 33, 36, 39, 42}
mı́j́ı 5.

(b) Nebot’ je 2 nesoudělná s 45, tak je v Z45 invertibilńı a generuje celou Z45 = ⟨2⟩.
Nemı́j́ı tedy žádný prvek.

(c) Situace je očividně velmi symetrická části a) a analogickými argumenty plat́ı,
že prvky a, které mı́j́ı 3 jsou právě takové, že 3 ∤ a a 5 | a neboli NSD(a, 45) =
5. Takové prvky jsou právě {5, 10, 20, 25, 35, 40}.

2. (a) Nemı́j́ı žádný prvek.

(b) (3Z60 ∪ 5Z60) \ 2Z60

(c) (3Z60 ∪ 5Z60) \ 4Z60

(d) (4Z60 ∪ 5Z60) \ 6Z60

7.22 Rabin-Millerovi svědci a lháři

1. ! Najděte nějakého lháře r̊uzného od 1 a nesoudělného svědka pro

(a) N = 51 = 3 · 17, N − 1 = 2 · 25. Lháři tedy budou právě 0 < a < 51 splňuj́ıćı
a25 ≡ ±1 (mod 51). Mohli bychom zač́ıt náhodně zkoušet č́ısla, trefili bychom
se bud’ do lháře nebo svědka a postupně bychom našli př́ıklad od oboj́ıho.
Zkusme ale ukázat sofistikovaněǰśı postup, jak lháře naj́ıt. Rozebereme po-
stupně dva možné př́ıpady:
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i. a25 ≡ 1 (mod 51)
Vid́ıme, že je to z č́ınské zbytkové věty ekvivalentńı dvojici podmı́nek
a25 ≡ 1 (mod 3) a a25 ≡ 1 (mod 17). To za pomoćı Malé Fermatovy
věty můžeme ekvivalentně upravit na a ≡ 1 (mod 3) a a9 ≡ 1 (mod 17).
Podmı́nka a9 ≡ 1 je ovšem ekvivalentńı a ≡ 1 (mod 17) nebot’ 9 neděĺı řád
grupy Z∗

17 (viz minulé cvičeńı 12). Tedy tato větev postupu dává pouze
lháře a ≡ 1 (mod 51), kterého jsme nechtěli.

ii. a25 ≡ −1 (mod 51)
Stejně jako v předchoźım př́ıpadě źıskáme dvojici kongruenćı a ≡ −1 ≡ 2
(mod 3) a a9 ≡ −1 (mod 17). Můžeme si všimnout, že druhou z podmı́nek
splňuje např́ıklad (a pouze) a ≡ −1 (mod 17). Dohromady tak dostaneme
lháře a = 50 ≡ −1 (mod 51).
Pokud bychom naopak chtěli svědka, tak muśıme nesplnit alespoň jednu
z podmı́nek a ≡ −1 ≡ 2 (mod 3) a a9 ≡ −1 (mod 17). Můžeme tedy
zvolit např́ıklad a ≡ 1 (mod 3), tj. např́ıklad a = 4 a dostaneme svědka
složenosti 51.

(b) 221 = 13 · 17, N − 1 = 220 = 22 · 55
Lháři tedy v tomto př́ıpadě muśı splňovat některou ze tř́ı podmı́nek a55 ≡ 1
(mod 221), a55 ≡ −1 (mod 221), a110 ≡ −1 (mod 221).

Analogicky jako v předchoźım př́ıpadě (převedeńım na kongruence modulo
prvoč́ısla za použit́ı ČZV, aplikaćı MFV a uvažováńı nesoudělnosti exponentu
a řádu grupy) dostaneme, že prvńı dva př́ıpady odpov́ıdaj́ı přesně lhář̊um
a ≡ ±1 (mod 221). Třet́ı podmı́nku můžeme obdobně analogicky upravit na
a2 ≡ −1 (mod 13) a a14 ≡ −1 (mod 17).

K nalezeńı svědka si můžeme např́ıklad všimnout, že volba a ≡ 1 (mod 13) a
a ≡ −1 (mod 17) nesplňuje ani jednu z těchto tř́ı podmı́nek a dostáváme tak
svědka a = 118.

K nalezeńı lháře bychom opět mohli použ́ıt 221− 1 = 220 z druhé podmı́nky,
nebo se můžeme pokusit splnit podmı́nku třet́ı podmı́nku. To už je ovšem
pouze jednoduché řešeńı kongruenćı (viz minulé cvičeńı) a funguje mimo jiné
např́ıklad volba a ≡ 8 (mod 13) a a ≡ 13 (mod 17), což nám dá lháře a = 47.

(c) Jedińı lháři jsou 1, 38. Svědka lze zvolit jakkoliv jinak.

(d) Např́ıklad 2 je svědek a 81 je lhář. Řešeńı je v́ıce.

2. a = 1, 8

7.23 RSA

7.24 Cyklotomické polynomy

2. (a) x7 − 1 = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1),

(b) x12 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 + 1)(x2 − x+ 1)(x4 − x2 + 1),

(c) x15−1 = (x−1)(x2+x+1)(x4+x3+x2+x+1)(x8−x7+x5−x4+x3−x+1)

3. Vyjde x4 + 1. Jde si všimnout, že nemá racionálńı kořen a např́ıklad výpočtem
ověřit, že neexistuje rozklad na dva polynomy stupně 2.
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7.25 Dirichletova věta o prvoč́ıslech

7.26 Jiné
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