Véta 5.4. Konecné téleso F, je (¢ —1)-ni cyklotomické rozsifent libovolného svého
podtélesa.

Diikaz. Polynom xz?—1 € K|z] pro libovolné podtéleso K C F, se v F, rozklada na
soucin linearnich ¢initeld a nemuze se rozkladat na soudin linearnich ¢initelu nad
libovolnym mensim podtélesem F,,. O

Poznamka. F je cyklickd grupa fadu ¢ — 1. Pro kazdého délitele n ¢isla ¢ —1 exis-
tuje cyklickd podgrupa {1, o, a?, ..., a" 1} grupy F; tadu n. Prvky této grupy jsou
n-té odmocniny z 1 nad kazdym podtélesem télesa F, a generdtor o je primitivni
n-t4 odmocnina z 1 nad libovolnym podtélesem télesa F,.

Lemma 5.5. Nechf d je délitel ¢isla n a d < n. Potom Q,(x) déli ==L,

x—1

Diikaz. Plati Q,(x) déli 2" —1 = (z?—1)- i:j Je-li ¢ primitivni n-t4 odmocnina

z 1, pak * — £|Q,(z) a soucasné x — ¢ nedéli (z? — 1). Tedy z — ¢| ;Z:} O

6. REPREZENTACE PRVKU KONECNYCH TELES

Jak reprezentovat prvky koneéného télesa, které ma ¢ = p* prvka? V této ka-
pitole uvedeme t¥i rtizné moznosti a budeme je pro nazornost ilustrovat na télese
Fg9 = F32. Pak pro reprezentaci télesa Fg mizeme pouzit nasledujici metody.

Priklad 1: Nejprve néjak uhodneme ireducibilni polynom stupné 2 nad Fjs[z].
Je to napi. f(r) = 22 + 1. Vezmeme kotfenové rozsifeni F3[x] uréené polynomem
2?2 + 1. Oznacéme « néjaky kofen 22 + 1 v Fy[z]. Potom vSechny prvky F,(z) jsou
0,1,2,a,a+1,a+ 2,20, 200 + 1, 2c0 + 2.

Nevyhoda: musime néjak najit ireducibilni polynom stupné n v F,[x], abychom
uméli pocitat v Fyn.

Priklad 2: téleso Fgy je 8. cyklotomické rozsifeni télesa Fs3. Potfebujeme najit
rozklad polynomu Qg(z) = z*+1 = (22 +x+2) (2% +22 +2) na ireducibilni ¢initele
nad F3. Ozna¢me ¢ primitivni 8. odmocninu z 1. Potom F, = {0,&,&2,...,£%}.
Izomorfismus mezi feSenim z predchoziho pfikladu je dan tim, ze £ = a + 1,
nebot pro « plati a? + 1 = 0. Dale pak plati
E~a+1 &~ 2 £~ 2a
£~ 2a B ~2+20  E~1
E~14 2 &~ a
Nevyhoda: Je tfeba rozlozit Q,x_;(x) na ireducibilni ¢initele nad F,,.

Priklad 3: Tato metoda je zaloZena na doprovodné matici polynomu (companion
matrix). Necht f(z) = ap+a1x+...+a,_ 12" 1+ 2", pak jeho doprovodna matice
je matice

0 0 0 ... 0 —ag

1 0 0 ... 0 —a

01 0 ...0 —a
A=

0 ... 0 1 0 —anos

0 ... 0 0 1 —an

Pokud je f(z) monicky ireducibilni polynom v F,[x] a A je jeho doprovodna
matice, pak plati f(A) =ag-I+a;-A+az- A2+ ... +a,_1 - A" 1+ A" =0.
1



0

Pro f(z) = 2? + 1 € F3[z] je doprovodné matice A = ( 1

701 ) ~ «. Plati

A2(_01 _01 ) a A’ = E ~ 1. Tedy

f(A):A2+I:<01 0 >+<(1) ?):0,

¢ili A lze pova6ovat za kofen polynomu z2 + 1

Platia—f—l:A—i—I:(} _11

Prvky télesa Fg jsou potom matice 0, 1,21, A, 1+ A, 21+ A, 2A, I +2A,2] +2A.
Pfimym vypoctem se potom mizeme presvédéit, ze napf. (21 + A)(I + 24) = 2A.

K polynomu 2% 4+ z + 2 € F3[z] je doprovodna matice ( (1) :? ) = ( (1) ; )
V]?}

Tato matice je kofenem cyklotomického polynomu Qs(z) = (2% + = + 2)(2? +
2X +2) a prvky télesa Fg pak jsou matice 0,C,C?,C3,C*, C-C®,C%,C7, C8.

7. FAKTORIZACE POLYNOMU NAD KONECNYMI TELESY

V dalsim uvazujme monicky polynom f(x) z F,[x]. Chceme najit rozklad f(z) =

L(x)- fl2(z)- ... fl*(x), kde fi,. .., fx jsou ireducibilni a navzdjem rizné.
Na za¢atku spocteme f'(x) a NSD(f(z), f/(x)) = d(x). Pak jestlize
(1) dlz)=1,pak lhy =, =... =1,

(2) d(z) = f(x), pak f'(z) =0 (protoze deg f'(x) < deg f(z)), tedy pfi derivo-
vani se vSechny ¢leny vynulovali. To nastane pravé tehdy, kdyz jediné mono-
¢leny s nenulovam koeficientem v f(x) maji exponenty, které jsou nasobkem
p, kde p = char Fy. T.j. f(z) = ap +a12P + sz + .. 4 ap_zFDP 4 ko
a tedy f(x) = g(aP), kde g(y) = ap + ary + ... + ar_1y* 1 + o/,

(3) degd(x) > 0 a degd(x) < n, potom f(z) = d(z) - gg;

Véta 7.1. Necht f € F[z] je monicky polynom, h € F[z] takovy, Ze h® = h mod
f. Pak platt
f@) = J] NSD(f(x), h(x) — c)
ceF,
Diikaz. Pro vsechna ¢ € F, plati NSD(f(z), h(z) — ¢)|f(z). Pro riznd ¢ € F,
jsou polynomy h(z) — ¢ nesoudélné, proto jsou po dvou nesoudélné i polynomy
NSD(f(x), h(z) — ¢). Tedy [[.cp, NSD(f(2), h(z) — )| f ().

Naopak f(z)|h?(z) — h(z) = [].cp, h(z) — c. Je-li fi(x) libovolny ireducibilni
¢initel f(z), pak f;|h(z) — ¢ pro néjaké c € F,. Tedy f;(x) déli NSD(f(x), h(z) —c)
pro vhodné ¢ € Fy. Proto f(z) = fi(z) - fa(@) - fu(@)|[[.cp, NSD(f(2), h(z) —
c). O

Zajimaji nas takové polynomy h(x), pro které plati h9 = h mod f a rozklad
Hcqu NSD(f(x), h(x)—c) je netrividlni. Takovym polynomutm h se Fika f-redukugici.

Snadno lze ovéfit, ze kazdy polynom h(z) € Fy[z], pro ktery plati h? = h mod f
a0 < degh < degf, je f-redukujici.



