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Zkusenosti s distanénim vzdélavanim talentovanych
zaku I: Wallace-Bolyai-Gerwienova véta

Zbynék Sir a Karel Pazourek

Abstrakt

Tento piispévek je vénovan nasi zkuSenosti s online vyukou matem-
atiky talentovanych stfedoskoldku. Konkrétné se budeme vénovat prvni
¢éasti matematického kurzu pofadeného v ramci projektu TALNET. Krétce
shrnujeme matematicky obsah tohoto rozsifujiciho kurzu a zpusob jakym
je latka rozvzena v lekcich. Déle se vénujeme konkrétnim otazkiam spo-
jenym s vyukou studentu v roce 2007 a uvadime ukézky studentskych
vysledk.

1 Uvod

V tomto ¢lanku iformovat o matemtickém kurzu porddaném v ramci projektu
Talne - viz [1] Talnet je projektem, ktery je zaméfen na vzdéladvan{ talentovanych
zaku a studentu. Projekt probiha pod hlavickou NIDM a je realizovan Laboratori
distan¢éniho vzdélavani Katedry didaktiky fyziky Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze. Naplni Talnetu jsou predevsim kurzy z fyzikalnich
disciplin, chemie, biologie a geografie. Poc¢atky Talnetu sahaji az do r. 2003,
kdy byl spustén prvni kurz. Od té doby se postupné zvysuje pocet kurzu i
zucastnénych studentl, zvétsuje se nabidka témat, typu vzdélavacich aktivit
a i rozsah vékovych kategorif od (13) 14 do 19 let (od roku 2007).

Kurzy probihaji prevazné on-line formou, za¢inaji tvodnim prezenénim soustiedénin
v z&i1 a sklddaji se ze ¢tyt vyukovych bloku. Na podzim probihd prvni kolektivni
vyukovy blok a nasleduje blok vénovany individudlni praci zdka na seminarni
praci pod vedenim instruktora, jeji online obhajobé pred spoluzéky. Na spole¢ném
zimnim soustiedéni v tinoru prezentuji své prace pied plénem. Jarni vyukovy
blok probiha podle shodného schématu jako na podzim. T-kurzy konéi spoleénym
tfidennim letnim soustfedénim v ¢ervnu.

Béhem kurzu vénovanych piirodnim védam se projevovalo pfani i potieba
zatadit do Talnetu rovnéz kurzy matematické. Proto v roce 2007 autofi tohoto
clanku vytvorili dva semestralni kurzy pod ramcovou hlavickou Matematické al-
goritmy a jejich geometrické reprezentace. Zamérem kurzu je studenty sezndmit
s nékolika algoritmy, jejichz vysledkem je pfesné, nebo priblizné feseni problému
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matematickych ¢i redlnych. Duraz je ptitom kladen na souvislost ¢isté algorit-
mického postupu s jeho porozuménim, které je navozeno predevsim geometricky.
Tento c¢lanek je vénovan prvni poloviné tohoto kurzu, ktera se zabyva méfenim
plosnych utvaru a prevodem jednoho na druhy. Druhé ¢dsti, zabyvajici se algo-
ritmy pro polynomy, je vénovan ¢lanek [6].

Zbytek tohoto ¢lanku je organizovan nésledujicim zpusobem. Ve druhé ¢ésti
struéné predstavime matematicky obsah probirané latky a jeji didaktické rozvrzeni
do lekci. Ve tieti ¢asti pojedname o naSich konkrétnich zkuSenostech s on-
line vyukou talentovanych studentu a ukdzeme nékterd jejich feSeni zadanych
problému. V zdvéreéné diskuzi se pokusime zaujmout nadhled k nasi zkusenosti
a predstavime planované pokracovani projektu.

2 Matematicky obsah a struktura kurzu

V této casti struéné predstavime téma kurzu Wallace-Bolyai-Gerwienova vétu
a naznacime, jakym zpusobem jsme jeji osvojeni rozlozili do jednotlivych lekei
kurzu Talnet.

2.1 Problém pifemény rovinnych atvara

Porovnavani obsahu rovinnych itvaru je klasickym tématem geometrie. Napiiklad
znacnd ¢ast Eukleidovych Zékladu je vénovana tomuto problému. Nejedna se
pritom jen o otazku zajimavou samu o sobé. Byt schopen porovnat obsahy
vposledku znamend byt schopen méfit v néjakych jednotkdch! Napiiklad v nasi
spole¢nosti je zvykem vy¢islit plochy néjakého pozemku tim, Zze se porovna s
plochou étverce o strané 1m. Rikdme totiz kupifkladu, ze pozemek mé plochu
1000m?. Kromé vypoctu obsahti je ve stfedoskolské litce oblimenym tématem
konstrukce dtvari o stejném obsahu; jako piiklad uvedme konstrukei étverce o
stejném obsahu jako dany obdélnik. Znéni Wallace-Bolyai-Gerwienovy véty je
nasledujici:

Dva mnohouhelniky maji stejny obsah prdvé tehdy, kdyz je mozné je
rozdélit na stejny pocet po dvou shodnijch mnohothelniki.

Jako ukézku uvadime na obr. 1 shodné rozdéleni trojihelnika a ¢tverce.

Tato puvabné véta je samoziejmé pomérné jednoduch4, ale nase zkusenosti
ukazuji, ze jeji platnost i dikaz jsou mezi matematiky pomérné neznamé. Velice
stru¢né naznac¢me jeji dukaz. Nejprve si ujasnéme, ze pro kazdy dany mnohothelnik
umime pomoci kruzitka a pravitka sestrojit stranu ¢tverce o stejném obsahu. Ne-
jprve si rozdélime mnohothelnik na trojihelniky, kazdy trojihelnik prevedeme
na obdélnik (se stejnou jednou zdkladnou a poloviéni vyskou) a tento obdélnik
na ¢tverec (napft. uzitim Eukleidovy véty o vysce). Takto vzniklé ¢tverce po dvou
zacneme spojovat do jednoho uzitim Pythagorovy véty - az dostaneme ctverec
jediny.
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Obrazek 1 Preskladani trojuhelnika na ¢tverec

Dale si ujasnéme, ze vSechny zminéné kroky jsme schopni provést pifimym
roziezdnim. Jak rozrezat trojihelnik a slozit obdélnik je snadné a znamé. Méné
znamy je prevod obdélnika na Ctverec, ktety je patrny z obrazku 2. Obdélnik
vhodnym zpusobem vlozime do ¢tvercové sité (se stranou rovnou vyslednému
¢tverci - tu musime nejprve sestrojit!) a toto sito ndm obdélnik rozieze. Pak
staCi Gdsti jen bez otdceni pfesunout. Pro spojeni dvou ¢tvercu do jediného

Obréazek 2 : Pfeména obdélnika na ¢tverec.

potifebujeme uzit dukaz Pythagorovy véty zalozeny na rozdéleni - nejjednodussi
(a rovnéz historicky velmi stary) je zfejmé dukaz patrny z obrazku 3. Konecné
je tfeba si uvédomit, ze fezani potiebna v kazdém kroku muzeme zkombinovat -
vysledné ¢4sti jsou pruniky ¢édsti v kazdém kroku. Mdme-1i dva mnohothelniky o
stejném obsahu, pak je mozno kazdy z nich roziezat a z ¢asti slozit tentyz ¢tverec.
Zkombinovanim obou rozcezani vysledného ¢tverce ziskdme shodna roziezani
obou vychozich mnohothelniku.
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Obrézek 3 : Rezaci dikaz Pythagorovy véty.

Struktura kurzu

Latka tohoto kurzu byla rozdélena do Sesti lekcich. Kazdou lekci méli studenti
zvladnout pfiblizné za jeden tyden. Néplni lekef bylo prostudovani textu a nasledné
plnéni ikolu, vztahujicich se k danému textu - hledani dalsich informaci, aplikaci
poznatki v piikladech. Pro informaci uvadime obsah a strukturu jednotlivych

lekci.

Témata jednotlivych lekei byla nasledujici:

1.

Motivace. Prostfednictvim studijniho textu méli studenti pochopit, ze slavny
problém kvadraturym, tedy pfemény na Ctverec ma uzky vztah k teorii
méfen{ (ve ¢tvereénich jednotkdch) a nenf samoticelny. Zndmé vzorce (ty
si studenti pfipoméli pocitdnim obsahu dosti slozitého tutvaru) jsme se
pokusili interpretovat jako vysledky kvadratury ruznych obrazcu.

. lekce: Cavalieriho princip - za jeho pouziti se studenti naucili pro libovolny

mnohouhelnik sestrojit trojihelnik téhoz obsahu (rovnovéznym posouvanim
vrcholu).

. lekce: Eukleidova a Pythagorova véta. Konstrukce odmocnin. Pfipomenuti

a ruzné alternativni dukazy, véetné dukazu roziezanim.

. lekce: Geometricka algebra. Studenti se seznamili s tim jak konstruovat

vypocitané hodnoty za pomoci kruzitka a pravitka. Aplikovano v tkolu
napiiklad na kostrukci strany ¢tverce se stejnym obsahem, ktery ma dany
rovnostranny trojihelnik, coz vede na konstrukei V3.

. lekce: Pfeména mmnohouhelniku na ¢tverec se stejnym obsahem. Syntéza

celého postupu, aplikace na konkrétni mnohothelniky.

vvvvvv
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V kazdé lekci se studenti seznamili s jednim diléim krokem v postupu premény
mnohothelnika. Nésledné si tento krok procvicovali na prikladech. Instruktoii s
nimi jejich postupy konzultovali, bylo-li tfeba, opravovali studentovi omyly.

3 Zkusenosti s prvnim béhem kurzu

3.1 Prakticka implementace kurzu

Studenti mohli komunikovat s instruktory jak o jednotlivych lekcich, tak o tématech
souvisejicich. V zavéru bloku studenti diskutovali nad pojmem algoritmus.

3.2 Vysledky studentu

Obrazek 4 Studenské feseni: Sestiihelnik na ¢tverec. Autor Ondiej Bajgar.

— obrézky ... ikoly studentu

— semindrni préce ...

Sest4 lekce pak méla dvoji cil: Prvnim cilem bylo sestavit samotny algoritmus
premény mnohouhelnika na ¢tverec se stejnym obsahem. Doglo tak k utiidéni a
sefazeni védomosti, které studenti mohli ziskat v ptredchozich lekcich. Druhym
cilem bylo ukdzat moznou neefektivitu pouziti algoritmu. Zformulovany algorit-
mus nemusi byt vhodnym postupem v konkrétni situaci - pokud mnohotihelnik
obsahuje symetrie, lze jich vyuzit a nékteré kroky algoritmu zjednodusit nebo
vynechat. Student tak uvazuje o predpokladech algoritmu, jeho zjednoduseni -
zaobird se samotnymi matematickymi principy, na kterych je algoritmus postaven.

4 Diskuze

Béhem prvniho bloku kurzu probéhla diskuze, ve které se studenti vyjadfovali k
pojmu algoritmus. Ukdazali se nasledujici skute¢nosti:

Studenti neuvazuji nebo nezduraznuji kone¢nost procesu. To patrné souvisi
s nedostatkem zkuSenosti s nekoneénymi matematickymi objekty a procesy.
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Studenti si uvédomuji, Ze algoritmus muze obsahovat ”podprogramy” - tedy
algoritmy, které plni dil¢i dkony. Samotny algoritmus se pak pouze odkazuje
na tyto ”podprogramy”. Néktefi studenti vSak takovy algoritmus povazovali za
"nepresny”.

Problém presnosti se odrazi i v otdzce studenta, zda neni ”algoritmus syn-
onymem pro podrobny navod”. Narazi se tu na problém determinovanosti vystupu
vstupnimi daty - toto nebylo studenty explicitné zminéno. Pfitom studenti méli
pristup k materidlum, ve kterych byla tato vlastnost algoritmu uvedena.

Jeden student se pod dojmem z diskuze napsal: "Kdyz jsem se nad tim trochu
zamyslel, tak mi pfislo, Ze matematika je v podstaté celd jenom z algoritmu a Ze
vlastné vSechny operace, které v matematice provadime, tak provadime pomoci
urcitych postupu - tzn. pravdépodobné algoritmu...”

5 Zaveér
vykiik do tmy
Do budoucna planujeme .... .
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