TEXTY K PREDNASCE TEORIE SVAZU I
7. PREDNASKA
Slabd perspektivita a projektivita

Pro kazdou dvojici a, b prvki svazu A ozna¢me symbolem O(a, b)
nejmensi kongruenci svazu A obsahujici dvojici (a, b). Budeme zkoumat
kdy pro danou ¢&tvetici prvki a,b,c,d € A plati, ze O(a,b) C O(c,d).
Protoze ©(a,b) = ©(a A b,a V b), miZeme se omezit na usporadané
dvojice a < bz A. Interval b/a ve svazu A je netrividlni, pokud a < b.
_ Necht a < b ac < d jsou dvojice uspradanych prvki svazu A.
Rekneme, ze interval d/c je perspektivni intervalu b/a (coz oznacime
d/c ~ b/a jestlize nastane jeden z téchto dvou piipadu:

b=aVdazaroven ¢ = a A d,
a=bAcazaroven d =0V c.

Oba pripady, definujici perspektivitu intervali jsou znazornény na
Obréazku 1:

d=bVe b=aVvd

>

a=bAc c=aNd
OBRAZEK 1. d/c~b/a

Rekneme, Ze interval d/c je projektivni intervalu b/a (coZ oznacime
d/c = b/a), jestlize existuje kone¢na posloupnost
dfc=yo/zo ~y1/T1 ~ -~ yu/TH = b/a.
Projektivita intervali je znazornéna na Obrazku 2.
Je ziejmé, ze d/c =~ b/a = ©(a,b) = O(c,d). Obracena impli-
kace obecné neplati. Ve svazu M3 je a/0 % 1/0 a zéaroven je svaz M3
jednoduchy a tedy plati rovnost ©(0,1) = ©(0, a).
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OBRAZEK 2. d/c=b/a

Zkoumejme, kdy ©(a,b) C O(c,d). K tomu definujme slabsi relace
(nez perspektivita a projektivita) na mnoziné intervala. Bud b/a, d/c
dvojice jeho intervali svazu A. Budeme psat

d/eN\b/a, jestlize a<bAc azaroven d<bVec,
d/c /b/a, jestlize b>aVd azaroven c¢>aAd.

Rekneme, e interval d /c je slabé perspektivnd intervalu b/a jestlize plati
d/c\ b/anebo d/c /b/a. Situaci, kdy je d/c je slabé perspektivni b/a
zachycuje Obrazek 3.
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OBRAZEK 3. Slaba perspektivita

Rekneme, 7e d/c je slabé projektioni bja (coz znacime d/c=3b/a),
jestlize existuje posloupnost intervala

d/c=1yo/ro \y1/T1 Y2 /T2 (... S Yn/xn = b/a.
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V&imnéme si, ze na rozdil od projektivity neni relace slabé projekti-

vity symetricka, je pouze reflexivni a tranzitivni'.

Lemma 7.1. Pro intervaly b/a a d/c svazu A plati, Ze d/c = b/a prdavé
kdyz existuje posloupnost intervali
dfc=1yo/xo ~vi/us Cyi/xy ~ -~ vy un C Yp/T, = b/a.

Diikaz. (<) Z definic ihned nahlédneme, 7e z y/x ~ v/u vyplyva budto
y/x\yv/unebo y/x /v /u. Inkluze v/u C y/x implikuje, Ze plati sou-
¢asné v/u N\ y/r av/u My/r. (=) Jestlize d/c\ b/a, pak podle defi-
nice plati, ze

d/cC(bVe)/e~b/(bAc)Cb/a.
Podobné z d/c ,/*b/a plyne, ze

d/cCd/(aNnd)~ (aVd)/aba.

O

Pro kazdé n € N definujeme indukei svazovy term p,(x,y1,...,Yn)
takto:

pl(‘rayl) = x/\ylu

P, Y1, Yn) V Yny1, pro n liché,

n xz, st dn =
Pr+1(2, 41 Yn+1) {pn(%yl, o3 Yn) A Ynt1, Pro n sude.

Neformalné je tedy

((xAy1)Vya) A== V), pron sudé,

(T, Y1, Y2y e vy Yn) = ;
p( Y1, Y2 y) {(((I/\y1>\/y2)/\"‘/\yn)> pro n liché.

Snadno nahlédneme, Ze pro vSechna m,n € N plati
pn(pM(x7 Yty - - 7ym>7ym+17 s 7ym+n) =

PTG, Y, pokud je m sudé,
Prmtn—1(Ty o Ym A Ymats - -« s Yman), Dokud je m liché.

Lemma 7.2. Pro dvojici intervaliib/a a d/c svazu A plati, Zed/c=b/a
prave kdyzZ existuje posloupnost ty,...,t, proki svazu A takovd, Ze
pol(a,ty, ... ty) =c app(bty,... t,) =d.

Diikaz. (=) Je-li d/c¢\(b/a, potom ps(a,b,c,d) = ¢ a ps(b,b,c,d) =
d. Pokud d/c /b/a, tak pe(a,d,c) = ¢ a pa(b,d,c) = d. VyuZijeme-

li pfedchoziho pozorovani, sestrojime odtud pozadovanou posloupnost

lVsimnéme si, ze (slaba) projektivita je pravé tranzitivnim obalem (slabé)
perspektivity
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t1,...,t,. (<) VSimnéme si, ze pro kazdy interval y/x svazu A a kazdé
t € A plati, ze

(yVvi)/(zVvt)\y/z a (yAt)/(xAt)  y/z.

Odtud indukci odvodime, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n a kazdou n-tici
prvki ¢q,...,t, plati, ze

pu(byty, oo tn) /pa(a,ty, ... t,) = b/a.
]

Protoze p,, jsou svazové termy, plati pro kazdou posloupnost t1, ..., %,
prvki svazu A a kazdé a,b € A | Ze

pn(au t17 . 7tn) E@(a,b) pn<b’ tl? . 7tn)
Proto z Lemmatu 7.2 plyne, ze

Disledek 7.3. Pro kaZdou dvojici intervali b/a a d/c svazu A plyne
zd/c=b/a, Ze c Zoayp) d.

Lemma 7.4. Bud b/a interval svazu A. Na svazu A definugme relaci
® takto: x =4 y prdvé kdyzZ existuje konecnd posloupnost

rNy=te <t <---<t,=xVy

v A takovd, Ze t;/t;_1 = b/a pro vsechna j € {1,2,...,n}. Potom je
relace ® kongruenci svazu A a plati rovnost ® = O(a,b).

Diikaz. Nejprve ukazme, ze je relace ® kongruenci svazu A. K tomu
staci oveérit, ze relace @ splhuje podminky Lemmatu 6.4. Protoze pro
kazdé t € A plati, ze t/t /(bVt)/(aVt) \( b/a, je tato relace reflexivni.
Podminky (1) a (2) Lemmatu 6.4 jsou zfejmé splnény. Predpokladejme,
ze pro né&jakou dvojici ¢ < d prvki svazu A plati, Ze ¢ =4 d a necht
s € A. Podle definice existuje konecna posloupnost ¢ =ty < t1--- <
t, = d takova, ze t;/t;_1 = b/a pro vSechna j € {1,2,...,n}. Odtud
dostaneme Ze, cVs=tyVs<t;Vs<---<t,Vs=dVs. Ze vztahu
(t;Vs)/(tj—1Vs) \ytiz1/ti =2 b/a, dostanem, ze (t;Vs)/(t;—1Vs) =2 b/a
pro viechna j € {1,2,...,n}. Podle definice relace ® je pak ¢V s =¢
d V s. Podobné bychom ukézali, ze ¢ A s =¢ d A\ s. Podle Lemmatu 6.4
je relace @ kongruenci svazu A.

Z definice ® je vidét, ze a =¢ b a tedy O(a,b) C . Podle Du-
sledku 7.3 je naopak ® C ©(a,b). Proto se obé kongruence rovnaji. [

Jemnym preformulovanim Lemmatu 7.4 dostaneme nasledujici vétu.

Véta 7.5 (Dilworth 1950). Bud'b/a a d/c dvojice intervali svazu A.
Potom pleti, zZe O(c,d) C O(a,b) prive kdyz existuje konecnd posloup-
nost c =ty < ty--- <t, =d ve svazu A takovd, Ze t;/t;_1 = b/a pro
vSechna j € {1,2,...,n}.



