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Př́ıklad

K(a, b) =

∫

∞

0

e−ay2 − e−by2

y2
dy, a, b > 0

Chceme:
∂K(a, b)

∂a

Poč́ıtejme na dluh (druhé rovńıtko)

∂K(a, b)

∂a
=

∂

∂a

∫

∞

0

e−ay2 − e−by2

y2
dy

∗

=

∫

∞

0

∂

∂a

(

e−ay2 − e−by2

y2

)

dy = −
∫

∞

0

e−ay2 dy
∗∗

=
−1√
a

√
π

2

∗∗ znač́ı tabulkovou hodnotu, kterou muśıme znát. ∗ je dluh, použ́ıváme větu o pro-
hozeńı derivace a integrálu. Nyńı začneme ověřovat předpoklady.

Nejprve rozebereme ingredience věty.

f(a, y) :=
e−ay2 − e−by2

y2
,

J := (0,∞), I = (0,∞). Problém spojitosti f je pouze u 0, kterážto nás ale nezaj́ımá,
neb bereme otevřený interval, tedy f je spojitá.

Nyńı nás bude zaj́ımat derivace f .

∂f(a, y)

∂a
=

−y2e−ay2

y2
= −e−ay2 .

Derivaci bychom měli, hledáme majorantu. Fixujme δ > 0, pak

| − e−ay2 | < e−δy2

pro všechna a ∈ (δ,∞). Aplikujeme nyńı větu na a ∈ (δ,∞). Zjǐst’ujeme, že

∂K(a, b)

∂a
=

−1√
a

√
π

2
.

Ježto to takto můžeme udělat pro všechna δ > 0, vid́ıme, že

∂K(a, b)

∂a
=

−1√
a

√
π

2

pro všechna a ∈ (0,∞).
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Co jsme omylem spočetli na cvičeńı:

∫

∞

0

e−ay2 − e−by2

y2
dy =

∫

∞

0

[

e−xy2

y2

]b

a

dy =

∫

∞

0

∫ b

a

∂

∂x

(

e−xy2

y2

)

dx dy =

∫

∞

0

∫ b

a

−e−xy2 dx dy
Fub
=

∫ b

a

∫

∞

0

−e−xy2 dy dx =

∫ b

a

−√
π

2
√
x

dx =
√
π[
√
x]ba =

√
π(
√
a−

√
b).

Tento postup je nadmı́ru užitečný a správný (ověř́ıme-li Fub́ınku), nav́ıc můžeme
zkontrolovat, že náš výpočet byl korektńı, vyjde to stejně, když nyńı spočteme vyjádřenou
K(a, b). Ovšem nezast́ırejme si, že je to zbytečně dlouhé a složité.
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