
5. cvi£ení - Totální diferenciál

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz

P°íklady

1. Ur£ete de�ni£ní obor, parciální derivace a totální diferenciál následujících funkcí

(a) x2 − 2xy − 3y2

�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme z: https://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/
kapitola_5_2.pdf

Máme Df = R2.
Parciální derivace:

∂f

∂x
= 2x− 2y,

∂f

∂y
= −2x− 6y.

Ob¥ parciální derivace jsou de�nované a spojité na celém R2. Tedy totální difer-
enciál existuje a je tvaru

f ′(a)(h) = (2a1 − 2a2)h1 + (−2a1 − 6a2)h2.

(b) arctan
x− y

x+ y
�e²ení:

P°íklad i s °e²ením máme z: https://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/
kapitola_5_2.pdf

Máme Df = {[x, y] ∈ R2 : x ̸= −y}.
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Parciální derivace na Df :

∂f

∂x
=

1

1 +
(
x−y
x+y

)2 · 1(x+ y)− 1(x− y)

(x+ y)2
=

y

x2 + y2

∂f

∂y
=

1

1 +
(
x−y
x+y

)2 · −1(x+ y)− 1(x− y)

(x+ y)2
=

−x

x2 + y2

Ob¥ parciální derivace jsou de�nované a spojité na celém Df . Tedy totální difer-
enciál existuje na Df a je tvaru

f ′(a)(h) =
a2

a21 + a22
h1 +

−a1
a21 + a22

h2.

(c) xy log(x+ y)
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/k
apitoly/kapitola_5_2.pdf

Máme Df = {[x, y] ∈ R2 : x+ y > 0}.
Parciální derivace na Df :

∂f

∂x
= y log(x+ y) +

xy

x+ y

∂f

∂y
= x log(x+ y) +

xy

x+ y

Ob¥ parciální derivace jsou de�nované a spojité na celém Df . Tedy totální difer-
enciál existuje a je tvaru

f ′(a)(h) =

(
a2 log(a1 + a2) +

a1a2
a1 + a2

)
h1 +

(
a1 log(a1 + a2) +

a1a2
a1 + a2

)
h2.
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2. Ur£ete parciální derivace a tot. diferenciál v bod¥ (0, 0):

(a) |y| sinx
Stru£n¥j²í °e²ení: 1. Df = R2 (absolutní hodnota ani funkce sinus nedávají
ºádné podmínky).
2. Parciální derivaci podle x v bod¥ (0, 0) lze ur£it p°ímým výpo£tem:

∂f

∂x
(0, 0) = (|y| cosx)|(0,0) = |0| cos 0 = 0.

Parciální derivaci podle y v bod¥ (0, 0) kv·li absolutní hodnot¥ u y ur£íme rad¥ji
z de�nice parciální derivace:

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, 0 + h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

|0 + h| sin 0− |0| sin 0
h

= lim
h→0

0

h
= 0.

3. Díky existenci parciálních derivací v bod¥ (0, 0) máme jediného kandidáta na
totální diferenciál

df(0, 0)
?
=

(
∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)

)
= (0, 0).

Nevíme, zda jsou parciální derivace v bod¥ (0, 0) spojité, proto ov¥°íme (nebo
vyvrátíme), ºe o totální diferenciál skute£n¥ jde pomocí jeho de�nice. Chceme
tedy ukázat (nebo vyvrátit), ºe

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2∥
= 0.

Po dosazení na levou stranu a roz²í°ením h1 dostaneme

lim
(h1,h2)→(0,0)

|h2| sinh1√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

sinh1
h1︸ ︷︷ ︸
→1

· h1|h2|√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

h1|h2|√
h21 + h22
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Protoºe podle AG-nerovnosti platí odhady:

0 ≤ |h2h1|√
h21 + h22

≤
h2
1+h2

2
2√

h21 + h22
=

1

2

√
h21 + h22

(h1,h2)→(0,0)−−−−−−−−−→ 0,

podle v¥ty o dvou policajtech vyplývá

lim
(h1,h2)→(0,0)

|h2h1|√
h21 + h22

= 1 · 0 = 0.

Protoºe i ve více prom¥nných platí, ºe lim f = 0, práv¥ kdyº lim |f | = 0, je tedy
také

lim
(h1,h2)→(0,0)

|h2|h1√
h21 + h22

= 1 · 0 = 0,

a tedy funkce f má v bod¥ (0, 0) totální diferenciál

df(0, 0) = (0, 0).

Podrobn¥j²í °e²ení: 1. Ur£íme de�ni£ní obor. Absolutní hodnota ani funkce
sinus nám nedávají ºádné podmínky, de�ni£ním oborem je tedy celé R2.

Df = R2.

2. Spo£teme parciální derivace. Pro parciální derivaci ∂f
∂x na celém R2 platí:

∂f

∂x
=

∂

∂x
(|y| sinx) = |y| ∂

∂x
(sinx) = |y| cosx,

speciáln¥ tedy ∂f
∂x (0, 0) = |0| cos 0 = 0.
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Parciální derivaci ∂f
∂y na celém R2 kv·li absolutní hodnot¥ takto jednodu²e spo£ítat

nelze. Proto je výhodn¥j²í rovnou po£ítat z de�nice v bod¥ (0, 0).

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, 0 + h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

|0 + h| sin 0− |0| sin 0
h

= lim
h→0

0

h
= 0.

3. Ur£íme, zda funkce má £i nemá totální diferenciál. Ob¥ parciální derivace
podle p°edchozího kroku existují. Jediným kandidátem na totální diferenciál je
tedy (lineární zobrazení ur£ené maticí 2× 1)

df(0, 0)
?
=

(
∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)

)
= (0, 0).

Protoºe nevíme, zda je ∂f
∂y v bod¥ (0, 0) spojitá, zkusíme ov¥°it, zda se jedná

o totální diferenciál funkce f v bod¥ (0, 0) pomocí de�nice totálního diferenciálu.
Chceme tedy ov¥°it nebo vyvrátit, ºe

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2∥
= 0.

Po dosazení do limity postupn¥ dostaneme:

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2∥
=

= lim
(h1,h2)→(0,0)

|h2| sinh1 − 0− (0, 0) · (h1, h2)T√
h21 + h22

=

= lim
(h1,h2)→(0,0)

|h2| sinh1√
h21 + h22

.

Nyní se m·ºeme zbavit sinu roz²í°ením h1, nebo´ lim(h1,h2)→(0,0)
sinh1
h1

= 1. Podle
v¥ty o aritmetice limit

lim
(h1,h2)→(0,0)

|h2| sinh1√
h21 + h22

=

= lim
(h1,h2)→(0,0)

sinh1
h1

· lim
(h1,h2)→(0,0)

h1|h2|√
h21 + h22

=

= lim
(h1,h2)→(0,0)

h1|h2|√
h21 + h22

.

Chceme ukázat, ºe limita vý²e je rovna nule. K tomu sta£í ukázat, ºe i v absolutní
hodnot¥ je limita rovna nule, tedy ºe

lim
(h1,h2)→(0,0)

∣∣∣∣∣ h1|h2|√
h21 + h22

∣∣∣∣∣ = lim
(h1,h2)→(0,0)

|h1h2|√
h21 + h22

?
= 0.

Absolutní hodnotou jsme si zjednodu²ili práci, protoºe nyní m·ºeme pouºít odhad
plynoucí z AG-nerovnosti, která platí pro nezáporná £ísla:

|h1h2| ≤
h21 + h22

2
,
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a tudíº

0 ≤ |h1h2|√
h21 + h22

≤
√

h21 + h22
2

(h1,h2)→(0,0)−−−−−−−−−→ 0.

Podle v¥ty o dvou policajtech pro limitu funkce více prom¥nných je tedy

lim
(h1,h2)→(0,0)

|h1h2|√
h21 + h22

= 0,

tedy podle p°edchozího postupu také

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2∥
= 0,

coº podle de�nice totálního diferenciálu znamená, ºe df(0, 0) = (0, 0).

(b) cos 3
√
xy

�e²ení:
1. Df = R2 (funkce kosinus ani t°etí odmocnina nedávají ºádné podmínky).
2. Parciální derivace v bod¥ (0, 0) p°ímým výpo£tem ur£it nelze, nebo´

∂f

∂x
=

∂

∂x
(cos 3

√
xy) = − sin( 3

√
xy) · 1

3 3
√
(xy)2

· y,

∂f

∂y
=

∂

∂y
(cos 3

√
xy) = − sin( 3

√
xy) · 1

3 3
√

(xy)2
· x,

kteréºto výrazy nejsou v bod¥ (0, 0) de�nované. Budeme tedy po£ítat z de�nice
parciálních derivací.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

cos 3
√

(0 + h) · 0− cos 3
√
0 · 0

h

= lim
h→0

1− 1

h
= lim

h→0

0

h
= 0.

Obdobn¥

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, 0 + h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

cos 3
√

0 · (0 + h)− cos 3
√
0 · 0

h

= lim
h→0

1− 1

h
= lim

h→0

0

h
= 0.

3. Díky existenci parciálních derivací máme jediného kandidáta na totální diferen-
ciál, a tedy

df(0, 0)
?
= (

∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)) = (0, 0).

Ov¥°íme to (nebo vyvrátíme) pomocí de�nice totálního diferenciálu. Ptáme se tedy,
zda

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
?
= 0.
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Po dosazení do limity postupn¥ dostaneme:

lim
(h1,h2)→(0,0)

cos 3
√

(0 + h1)(0 + h2)− 1− (0, 0) · (h1, h2)T√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

cos 3
√
(h1h2)− 1√
h21 + h22

.

Pozor. Nyní si uv¥domme, ºe pokud jdeme do nuly po p°ímkách h1 = 0 nebo
h2 = 0, potom £itatel je nulový a limita rovna nule. V dal²ím tedy m·ºeme po£ítat
limitu vzhledem k de�ni£nímu oboru bez t¥chto os x a y, tedy vzhledem k mnoºin¥

M := R2 \
{
{(−∞,+∞)× {0}} ∪ {{0} × (−∞,+∞)}

}
.

Pokud i limita vzhledem k mnoºin¥ M vyjde nula, pak i p·vodní limita po£ítaná
vzhledem k celému de�ni£nímu oboru bude rovna nule.
D·vodem této pasáºe je, ºe pro odstran¥ní kosinu budeme pot°ebovat roz²í°it, a na
osách by toto roz²í°ení selhalo.
Po£ítáme tedy nyní

lim
(h1,h2)→(0,0)(h1,h2)∈M

cos 3
√

(h1h2)− 1√
h21 + h22

=

po roz²í°ení dostaneme

= lim
(h1,h2)→(0,0)(h1,h2)∈M

cos 3
√

(h1h2)− 1
3
√
(h1h2)2︸ ︷︷ ︸
→−1/2

·
3
√
(h1h2)2√
h21 + h22

.

První limita je rovna minus jedné polovin¥ podle jednorozm¥rné limity limz→0
cos z−1

z2
=

−1
2 a v¥ty o limit¥ sloºené funkce pro limity více prom¥nných, varianty (P), nebo´

existuje prstencové okolí P bodu (0, 0), pro které na P ∩M je 0 < (h1h2)
2 < 2π, a

tedy cos 3
√
(h1h2)2 ̸= 1. Zde je práv¥ d·leºité z mnoºiny M vylou£it osy x

a y.
Podle AG-nerovnosti je pak 3

√
(h1h2)2 ≤ (h21 + h22)

2/3/ 3
√
4, a tedy platí odhady

0 ≤
3
√

(h1h2)2√
h21 + h22

≤ 1
3
√
4
(h21 + h22)

2
3
− 1

2
(h1,h2)→(0,0)−−−−−−−−−→ 0.

Podle v¥ty o dvou policajtech je tedy hledaná limita skute£n¥ rovna nule (vzhledem
k M ; p°edtím jsme totéº ukázali i v·£i ose x a ose y. Tedy to platí i v·£i celému
Df ), a tudíº funkce f má v bod¥ (0, 0) totální diferenciál df(0, 0) = (0, 0).
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(c)
√

|x|3 + |y|3
�e²ení:
1. Df = R2 (t°etí odmocnina ani absolutní hodnota nedávají ºádné podmínky).
2. Parciální derivace v bod¥ (0, 0) spo£teme z de�nice. Po£ítáme-li naráz jednos-
tranné limity zleva i zprava, dostáváme:

lim
h→0±

√
|0 + h|3 + |0|3

h
= lim

h→0±

|h|3/2

h
= lim

h→0±

|h|
h

· lim
h→0±

|h|1/2 = ±1 · 0 = 0.

Ob¥ jednostranné limity jsou si rovny, existuje tedy oboustranná. Z de�nice existuje
tedy i parciální derivace ∂f

∂x (0, 0), nebo´

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

√
|0 + h|3 + |0|3

h
= 0.

Analogicky pro ∂f
∂y :

lim
h→0±

√
|0|3 + |0 + h|3

h
= lim

h→0±

|h|3/2

h
= 0.

Op¥t, ob¥ jednostranné limity jsou si rovny, existuje tedy oboustranná. Z de�nice
existuje tedy i parciální derivace ∂f

∂y (0, 0) a je ∂f
∂y (0, 0) = 0.

3. Díky existenci parciálních derivací máme jediného kandidáta na totální diferen-
ciál, a tedy

df(0, 0)
?
= (

∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)) = (0, 0).
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Ov¥°íme to (nebo vyvrátíme) pomocí de�nice totálního diferenciálu. Ptáme se tedy,
zda

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
?
= 0.

Po dosazení do limity postupn¥ dostaneme:

lim
(h1,h2)→(0,0)

√
|0 + h1|3 + |0 + h2|3 − 0− (0, 0) · (h1, h2)T√

h21 + h22
= lim

(h1,h2)→(0,0)

√
|h1|3 + |h2|3√
h21 + h22

.

Nyní platí odhady:

0 ≤
√

|h1|3 + |h2|3√
h21 + h22

≤
√

(|h1|+ |h2|)(|h1|2 + |h2|2)√
h21 + h22

=
√
|h1|+ |h2|

(h1,h2)→(0,0)−−−−−−−−−→ 0.

Podle v¥ty o dvou policajtech je tedy hledaná limita rovne nule, a tudíº funkce f
má v bod¥ (0, 0) totální diferenciál df(0, 0) = (0, 0).

(d) 3
√
xy

�e²ení:
1. Df = R2.
2. Spo£teme parciální derivace v bod¥ (0, 0). Budeme po£ítat z de�nice.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

3
√
(0 + h)0− 3

√
0 · 0

h
= lim

h→0

0

h
= 0,

Analogicky
∂f

∂y
(0, 0) = 0.

3. Díky existenci parciálních derivací máme jediného kandidáta na totální diferen-
ciál, a tedy

df(0, 0)
?
= (

∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)) = (0, 0).
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Ov¥°íme to (nebo vyvrátíme) pomocí de�nice totálního diferenciálu. Ptáme se tedy,
zda

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
?
= 0.

Po dosazení do limity postupn¥ dostaneme:

lim
(h1,h2)→(0,0)

3
√
h1h2 − 0− (0, 0) · (h1, h2)T√

h21 + h22
= lim

(h1,h2)→(0,0)

3
√
h1h2√

h21 + h22

Tato limita ov²em neexistuje. Pro p°ímku h1 = 0 máme

lim
(h1,h2)→(0,0)

3
√
0 · h2√
02 + h22

= 0,

zatímco pro p°ímku h1 = h2

lim
(h1,h2)→(0,0)

3
√
h2 · h2√
h22 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

1√
2 3
√
|h2|

= ∞.

Záv¥r: Totální diferenciál neexistuje.

(e) f(x) =

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, x = 0

�e²ení:
1. Df = R2 (zlomek v sinu dává podmínku x2 + y2 ̸= 0, první výraz je tedy
korektn¥ de�nován v²ude krom¥ po£átku; v po£átku je v²ak funkce dode�nována
druhým °ádkem).
Vsuvka: Není nutné ov¥°ovat spojitost f v bod¥ (0, 0). P°esto se m·ºe hodit se nad tím zamyslet,
nebo´ funkce, která není v bod¥ spojitá, nem·ºe mít v tomto bod¥ totální diferenciál.
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Funkce f nicmén¥ v bod¥ (0, 0) spojitá je. Plyne to z v¥ty o dvou policajtech a jednoduchého
odhadu

−(x2 + y2) ≤ f(x, y) ≤ (x2 + y2),

p°i£emº levá i pravá strana konvergují do nuly pro (x, y) → (0, 0).

2. Spo£teme parciální derivace v bod¥ (0, 0). Protoºe bod (0, 0) je od pohledu
problematický, budeme po£ítat z de�nice.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

(h2 + 02) sin 1
h2+02

− 0

h
= lim

h→0
h sin

1

h2
= 0,

podle v¥ty o omezené krát nulové posloupnosti. Obdobn¥

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, 0 + h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

(02 + h2) sin 1
02+h2 − 0

h
= lim

h→0
h sin

1

h2
= 0.

3. Díky existenci parciálních derivací máme jediného kandidáta na totální diferen-
ciál, a tedy

df(0, 0)
?
= (

∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0)) = (0, 0).

Ov¥°íme to (nebo vyvrátíme) pomocí de�nice totálního diferenciálu. Ptáme se tedy,
zda

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
?
= 0.

Po dosazení do limity postupn¥ dostaneme:

lim
(h1,h2)→(0,0)

(h21 + h22) sin
1

h2
1+h2

2
− 0− (0, 0) · (h1, h2)T√

h21 + h22
=

= lim
(h1,h2)→(0,0)

√
h21 + h22 · sin

1

h21 + h22
= 0

op¥t podle v¥ty o limit¥ omezené krát nulové posloupnosti (ov²em tentokrát pro
funkce více prom¥nných). Tudíº funkce f má v bod¥ (0, 0) totální diferenciál
df(0, 0) = (0, 0).
Dodatek nepot°ebný pro °e²ení úlohy: Funkce f má v bod¥ (0, 0) totální diferenciál, p°estoºe
parciální derivace jsou v tomto bod¥ nespojité.
Máme totiº nap°., ºe

∂f

∂x
(0, 0) = 0,

∂f

∂x
(x, y) = 2x sin

1

x2 + y2
− x

x2 + y2
cos

1

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0).

Aby byla parciální derivace ∂f
∂x

v bod¥ (0, 0) spojitá, muselo by platit, ºe (dvojná) limita

lim(x,y)→(0,0)
∂f
∂x

(x, y) = 0. To ale není pravda, tato limita totiº neexistuje. Jd¥me nap°. do bodu
(0, 0) po p°ímce y = x, tj. po£ítejme limitu

lim
h→0

∂f
∂x

(h, h)− ∂f
∂x

(0, 0)

h
=

= lim
h→0

(
2 sin 12h2 − 1

h
cos 1h2

)
.

Limita napravo zjevn¥ neexistuje, ∂f
∂x

tedy nem·ºe být spojitá v bod¥ (0, 0). Dokázat lze nap°íklad

z Heineho v¥ty. Pokud volíme nap°íklad posloupnost hn = 1√
2πn

, potom cos 1
h2 = cos(2πn) = 1,

sin 1
2h2 = sin(πn) = 0, a tedy lim ∂f

∂x
(hn, hn) = −∞. Naopak, volíme-li hn = 1√

π+2πn
, pak

cos 1
h2 = cos(π + 2πn) = −1, sin 1

2h2 = sin(π/2 + πn) = 0, a tedy lim ∂f
∂x

(hn, hn) = +∞.
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3. Dode�nujte funkci f(x, y) = x3y
x2+y2

tak, aby m¥la totální diferenciál ve v²ech bodech a
spo£t¥te ho.
�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme z: Metody °e²ení vybraných úloh z matematické analýzy,
Holický, Kalenda

� Funkce je de�nována na R2 \ {(0, 0)}. Musíme ji tedy dode�novat v po£átku. Aby
m¥la totální diferenciál, musí být dode�nována spojit¥. Uvaºujme nap°. limitu po
p°ímce y = 0.

lim
x→0

f(x, 0) =
0

x2 + 0
= 0.

Kandidátem na dode�nování je tedy pouze 0.
Dále pracujeme s funkcí

f(x, y) =

{
x3y

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

(Pozn.: Zatím nevíme, zda je takto dode�novaná funkce opravdu spojitá,)

� V bodech (x, y) ̸= (0, 0) spo£teme parciální derivace.

∂f

∂x
=

3x2y(x2 + y2)− x3y · 2x
(x2 + y2)2

=
x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2

∂f

∂y
=

x3(x2 + y2)− x3y · 2y
(x2 + y2)2

=
x3(x2 − y2)

(x2 + y2)2

Protoºe ob¥ parciální derivace jsou spojité na mnoºin¥ R2 \{(0, 0)}, tak tam funkce
má totální diferenciál tvaru

f ′(x, y)(h1, h2) =
x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
h1 +

x3(x2 − y2)

(x2 + y2)2
h2.
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� Parciální derivace v bod¥ (0, 0) spo£teme z de�nice.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(0 + t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

t3·0
t2

− 0

t
= lim

t→0

0

t
= 0.

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, 0 + t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

03·t
t2

− 0

t
= lim

t→0

0

t
= 0.

� Kandidátem na totální diferenciál v bod¥ (0, 0) je tedy zobrazení

f(0, 0)(h1, h2) = 0h1 + 0h2.

Ov¥°íme z de�nice, tedy se ptáme, zda:

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
= 0.

Konkrétn¥ tedy

lim
(h1,h2)→(0,0)

h3
1h2

h2
1+h2

2
− 0− 0√

h21 + h22
= lim

(h1,h2)→(0,0)

h31h2

(h21 + h22)
√

h21 + h22

Pouºijeme odhad
2|h1h2| ≤ h21 + h22

Pak∣∣∣∣∣ h31h2

(h21 + h22)
√
h21 + h22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ h21
(h21 + h22)

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ h1h2√

h21 + h22

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣h21h21

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣12 h21 + h22√

h21 + h22

∣∣∣∣∣ = 1

2

√
h21 + h22

Protoºe (ze spojitosti)

lim
(h1,h2)→(0,0)

1

2

√
h21 + h22 = 0,

tak i (ze 2 policajt·) ∣∣∣∣∣ h31h2

(h21 + h22)
√
h21 + h22

∣∣∣∣∣ = 0.

Tedy jsme ov¥°ili, ºe totální diferenciál v po£átku opravdu je tvaru

f(0, 0)(h1, h2) = 0h1 + 0h2.
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4. Dode�nujte funkci f(x, y) = xy√
x2+y2

tak, aby m¥la totální diferenciál ve v²ech bodech

a spo£t¥te ho.
�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme z: https://lide.uhk.cz/prf/ucitel/lipovji1/teaching
/dif_pocet_vice_prom.pdf

� Funkce je de�nována na R2 \ {(0, 0)}. Musíme ji tedy dode�novat v po£átku. Aby
m¥la totální diferenciál, musí být dode�nována spojit¥. Uvaºujme nap°. limitu po
p°ímce y = 0.

lim
x→0

f(x, 0) =
0√

x2 + 0
= 0.

Kandidátem na dode�nování je tedy pouze 0.
Dále pracujeme s funkcí

f(x, y) =


xy√
x2+y2

, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

� V bodech (x, y) ̸= (0, 0) spo£teme parciální derivace.

∂f

∂x
=

y
√
x2 + y2 − xy 1

2
2x√
x2+y2

(
√
x2 + y2)2

=
y3

(
√
x2 + y2)3

∂f

∂y
=

x3

(
√
x2 + y2)3

Protoºe ob¥ parciální derivace jsou spojité na mnoºin¥ R2 \{(0, 0)}, tak tam funkce
má totální diferenciál tvaru

f ′(x, y)(h1, h2) =
y3

(
√
x2 + y2)3

h1 +
x3

(
√
x2 + y2)3

h2.
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� Parciální derivace v bod¥ (0, 0) spo£teme z de�nice.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(0 + t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

t·0√
t2+0

− 0

t
= lim

t→0

0

t|t|
= 0.

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, 0 + t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0·t√
0+t2

− 0

t
= lim

t→0

0

t|t|
= 0.

� Kandidátem na totální diferenciál v bod¥ (0, 0) je tedy zobrazení

f(0, 0)(h1, h2) = 0h1 + 0h2.

Ov¥°íme z de�nice, tedy se ptáme, zda:

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
= 0.

Konkrétn¥ tedy

lim
(h1,h2)→(0,0)

h1h2√
h2
1+h2

2

− 0− 0√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

h1h2
h21 + h22

Tato limita neexistuje, protoºe pro p°ímku h2 = h1 dostáváme

lim
h1→0

h21
h21 + h21

=
1

2

ale pro h2 = 0 je

lim
h1→0

0

h21
= 0.

Tedy jsme ov¥°ili, ºe totální diferenciál v po£átku neexistuje.
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5. Lze dode�novat funkci f(x, y) = x+y
x2+y2

ln(1 + xy) na n¥jakém okolí po£átku tak, aby v
n¥m m¥la totální diferenciál?
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: Metody °e²ení vybraných úloh z matematické
analýzy, Holický, Kalenda

� Funkce xy je spojitá na R2 a v po£átku má hodnotu 0, tedy existuje takové prs-
tencové δ-okolí po£átku, ºe xy > −1. Tedy na tomto okolí je funkce f dob°e
de�nována.
Musíme ji nyní dode�novat v po£átku. Aby m¥la totální diferenciál, musí být
dode�nována spojit¥. Uvaºujme nap°. limitu po p°ímce y = 0.

lim
x→0

f(x, 0) =
x

x2
log(1 + 0) = 0.

Kandidátem na dode�nování je tedy pouze 0.
Dále pracujeme s funkcí

f(x, y) =

{
x+y

x2+y2
log(1 + xy), (x, y) ∈ B((0, 0), δ) \ {(0, 0)}, ,

0, (x, y) = (0, 0).

� Parciální derivace v bod¥ (0, 0) spo£teme z de�nice.

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(0 + t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

t+0
t2+02

log(1 + t · 0)− 0

t
= lim

t→0

0

t
= 0.

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, 0 + t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0+t
02+t2

log(1 + 0 · t)− 0

t
= lim

t→0

0

t
= 0.

� Kandidátem na totální diferenciál v bod¥ (0, 0) je tedy zobrazení

f(0, 0)(h1, h2) = 0h1 + 0h2.

Ov¥°íme z de�nice, tedy se ptáme, zda:

lim
(h1,h2)→(0,0)

f(0 + h1, 0 + h2)− f(0, 0)− (∂f∂x (0, 0),
∂f
∂y (0, 0)) · (h1, h2)

T

∥(h1, h2)∥
= 0.

Konkrétn¥ tedy

lim
(h1,h2)→(0,0)

h1+h2

h2
1+h2

2
log(1 + h1h2)− 0− 0√

h21 + h22
= lim

(h1,h2)→(0,0)

(h1 + h2) log(1 + h1h2)

(h21 + h22)
3
2

Pro p°ímku h2 = h1 dostáváme

lim
h1→0+

2h1 log(1 + h21)

(2h21)
3
2

= lim
h1→0+

1√
2
· log(1 + h21)

h21
=

1√
2

Tedy kýºená limita nem·ºe být rovna 0, tedy totální diferenciál v po£átku neexis-
tuje.
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6. Ov¥°te z de�nice totální diferenciál funkce x2 + y2 v bod¥ [x0, y0].
�e²ení:
P°íklad i s °e²ením máme z: https://lide.uhk.cz/prf/ucitel/lipovji1/teaching
/dif_pocet_vice_prom.pdf

� Na R2 máme parciální derivace
∂f

∂x
= 2x

∂f

∂y
= 2y

� Kandidátem na totální diferenciál v bod¥ (x0, y0) je tedy zobrazení

f(x0, y0)(h1, h2) = 2x0h1 + 2y0h2.

Po£ítáme tedy limitu

lim
(h1,h2)→(0,0)

(x0 + h1)
2 + (y0 + h2)

2 − x20 − y20 − 2x0h1 − 2y0h2√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

h21 + h22√
h21 + h22

= lim
(h1,h2)→(0,0)

√
h21 + h22 = 0,

coº bylo ukázati.

Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 17

https://lide.uhk.cz/prf/ucitel/lipovji1/teaching/dif_pocet_vice_prom.pdf
https://lide.uhk.cz/prf/ucitel/lipovji1/teaching/dif_pocet_vice_prom.pdf


Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 18


