
4. cvi£ení - Parciální derivace

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz

P°íklady

1. Najd¥te parciální derivace 1. °ádu podle v²ech prom¥nných, ur£ete Df a Df ′ .

(a) f(x, y) = 35x− 4y2 + 6xy
�e²ení:

∂f

∂x
= 35 + 6y

∂f

∂y
= 6x− 8y

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= R2

(b) f(x, y) =
sin y2

x
�e²ení:

∂f

∂x
=

− sin y2

x2

∂f

∂y
=

2y cos y2

x

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= {(x, y) ∈ R2 : x ̸= 0}

(c) f(x, y) = xy tan

(
x

y

)
�e²ení:

∂f

∂x
= y tan

x

y
+

x

cos2 x
y

∂f

∂y
= x tan

x

y
+

−x2

y cos2 x
y

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= {(x, y) ∈ R2 : y ̸= 0,
x

y
̸= π

2
+ kπ, k ∈ Z}

(d) f(x, y) = xy

�e²ení:
xy = ey lnx

∂f

∂x
= yxy−1

∂f

∂y
= xy lnx

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= {(x, y) ∈ R2 : x > 0}
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(e) f(x, y) = xexy

�e²ení:
∂f

∂x
= exy + xyexy

∂f

∂y
= x2exy

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= R2

(f) f(x, y) = arcsin
y

x
�e²ení:

∂f

∂x
=

1√
1− y2

x2

· −y

x2

∂f

∂y
=

1√
1− y2

x2

· 1
x

Df =
{
(x, y) ∈ R2 : x ̸= 0,

∣∣∣y
x

∣∣∣ ≤ 1
}

D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

=
{
(x, y) ∈ R2 : x ̸= 0,

∣∣∣y
x

∣∣∣ < 1
}

(g) f(x, y) = (x+ y)x

�e²ení:
(x+ y)x = ex ln(x+y)

∂f

∂x
= (x+ y)x

(
ln(x+ y) +

x

x+ y

)
∂f

∂y
= x(x+ y)x−1

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= {(x, y) ∈ R2 : x+ y > 0}

(h) f(x, y) = 3 5
√
xy2

�e²ení:
∂f

∂x
=

3 5
√

y2

5
5
√
x4

∂f

∂y
=

6 5
√
xy

5 5
√
(y2)4

=
6 5
√
x

5 5
√
y3

Df = R2

D ∂f
∂x

= {(x, y) ∈ R2 : x ̸= 0}

D ∂f
∂y

= {(x, y) ∈ R2 : y ̸= 0}
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(i) f(x, y) =
1

2
ln

x+ y

x− y
�e²ení:

∂f

∂x
=

−y

x2 − y2

∂f

∂y
=

x

x2 − y2

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

=

{
(x, y) ∈ R2 :

x+ y

x− y
> 0, x ̸= y

}
(j) f(x, y) = arccot

x+ y

x− y
�e²ení:

∂f

∂x
=

y

x2 + y2

∂f

∂y
=

−x

x2 + y2

Df = D ∂f
∂x

= D ∂f
∂y

= {(x, y) ∈ R2 : x ̸= y}

P°íklady - zkou²kové

Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/vyuka.php

2. Najd¥te parciální derivace 1. °ádu podle v²ech prom¥nných, ur£ete Df a Df ′ , napi²te
rovnici te£ny v bod¥ a

(a) f(x, y) = |x2 − y2|, a = [1, 2]
�e²ení:

� De�ni£ní obor:
Df = R2

� Pro x2 ̸= y2 máme
∂f

∂x
= sgn(x2 − y2)2x

∂f

∂y
= sgn(x2 − y2)2y

� Pro x2 = y2 máme

∂f

∂x
(x, y) = lim

t→0

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0

|(x+ t)2 − y2| − |x2 − y2|
t

= lim
t→0

|x2 + 2xt+ t2 − y2| − |0|
t

= lim
t→0

|2xt+ t2|
t

= lim
t→0

|t|
t
|2x+ t|

Spo£teme limity zprava a zleva

lim
t→0+

|t|
t
|2x+ t| = lim

t→0+
|2x+ t| = |2x|

lim
t→0−

|t|
t
|2x+ t| = lim

t→0+
−|2x+ t| = −|2x|
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Limita existuje jen pro x = y = 0 Tedy

∂f

∂x
=

{
0, x = y = 0,

∄, jinak.

� Protoºe funkce f je symetrická (f(x, y) = f(y, x)), parciální derivace podle y
vyjdou analogicky, tedy

∂f

∂y
=

{
0, x = y = 0,

∄, jinak.

� Záv¥r:
i. Pro x2 ̸= y2 máme

∂f

∂x
= sgn(x2 − y2)2x

∂f

∂y
= sgn(x2 − y2)2y

ii. Pro (0, 0) máme
∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0

iii. Pro x2 = y2, x ̸= 0 ̸= y, parciální derivace neexistují.
� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) = 3

∂f

∂x
(a) = −2

∂f

∂y
(a) = 4

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − 3 = −2(x− 1) + 4(y − 2).
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(b) f(x, y) = ex
2−y + 7y + |xy|, a = [1, 2]

�e²ení:
� De�ni£ní obor:

Df = R2

� Pro xy ̸= 0 máme
∂f

∂x
= ex

2−y2x+ sgn(xy)y

∂f

∂y
= −ex

2−y + 7 + sgn(xy)x

Graf funkce g, funkce f , problematické body derivace

� Pro xy = 0 (tedy na osách sou°adnic) budeme vy²et°ovat parciální derivace
pro funkci g = |xy|.

∂g

∂x
(x, y) = lim

t→0

g(x+ t, y)− g(x, y)

t
= lim

t→0

|(x+ t)y| − |xy|
t

= lim
t→0

|xy + ty|
t

= lim
t→0

|ty|
t

Spo£teme limity zprava a zleva

lim
t→0+

|t|
t
|y| = |y|

lim
t→0−

|t|
t
|y| = −|y|

Limita existuje jen pro y = 0 Tedy

∂g

∂x
=

{
0, y = 0,

∄, jinak.

� Analogicky

∂g

∂y
(x, y) = lim

t→0

g(x, y + t)− g(x, y)

t
= lim

t→0

|x(y + t)| − |xy|
t

= lim
t→0

|xt|
t

∂g

∂y
=

{
0, x = 0,

∄, jinak.
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� Záv¥r: P·vodní funkci f lze zapsat jako

f = ex
2−y + 7y + g.

Protoºe ex
2−y+7 ∈ C∞(R2), tak platí, ºe funkce f má parciální derivace práv¥

tehdy, kdyº je má funkce g.
Tedy:
i. Pro xy ̸= 0 máme

∂f

∂x
= ex

2−y2x+ sgn(xy)y

∂f

∂y
= −ex

2−y + 7 + sgn(xy)x

ii. Pro (x, 0), x ̸= 0 máme
∂f

∂x
= ex

2−y2x+ 0

∂f

∂y
= ∄

iii. Pro (0, y), y ̸= 0 máme

∂f

∂x
= ∄

∂f

∂y
= −ex

2−y + 7 + 0

iv. Pro (0, 0) máme
∂f

∂x
= ex

2−y2x+ 0

∂f

∂y
= −ex

2−y + 7 + 0

� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) =
1

e
+ 16

∂f

∂x
(a) =

2

e
+ 2

∂f

∂y
(a) = 8− 1

e

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − 1

e
− 16 =

(
2

e
+ 2

)
(x− 1) +

(
8− 1

e

)
(y − 2)

(c) f(x, y) =
√

y + sinx, a = [0, 1]
�e²ení:

� De�ni£ní obor:
Df = {[x, y] ∈ R2 : y + sinx ≥ 0}
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� Pro x, y, kde y > − sinx máme

∂f

∂x
=

1

2
· cosx√

y + sinx

∂f

∂y
=

1

2
· 1√

y + sinx

� Pro y = − sinx parciální derivace podle y neexistuje (nelze najít okolí pro
de�nici limity).
Parciální derivaci podle x lze derivaci po£ítat pouze v bodech x = 3π

2 + 2kπ,
y = 1. (Jinde op¥t nelze najít okolí.)
V t¥chto bodech máme

∂f

∂x
(x, y) = lim

t→0

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0

√
y + sin(x+ t)−

√
y + sinx

t

= lim
t→0

√
1 + sin(3π2 + 2kπ + t)− 0

t
= lim

t→0

√
1− cos t

t

Spo£teme limity zprava a zleva

lim
t→0+

√
1− cos t

t
= lim

t→0+

√
1− cos t

t2
=

√
1

2

lim
t→0−

√
1− cos t

t
= lim

t→0−

√
1− cos t

−|t|
= lim

t→0−
−
√

1− cos t

t2
= −

√
1

2

Limita tedy neexistuje.
� Záv¥r:

i. Pro y > − sinx máme
∂f

∂x
=

1

2
· cosx√

y + sinx

∂f

∂y
=

1

2
· 1√

y + sinx
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ii. Pro y = − sinx parciální derivace neexistují.
� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) = 1

∂f

∂x
(a) =

1

2
∂f

∂y
(a) =

1

2

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − 1 =
1

2
(x− 0) +

1

2
(y − 1)

(d) f(x, y) = min{x2 + y2; 2− x2 − y2}, a = [1, 2]
�e²ení:
� De�ni£ní obor:

Df = R2

Navíc

f =

{
x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1,

2− x2 − y2, x2 + y2 > 1.

� Pro x2 + y2 < 1 máme
∂f

∂x
= 2x

∂f

∂y
= 2y

� Pro x2 + y2 > 1 máme
∂f

∂x
= −2x

∂f

∂y
= −2y

� Pro x2 + y2 = 1 vy²et°íme parciální derivace z de�nice. Uvaºujme body, kde
x > 0. Po£ítejme zvlá²´ limity zleva a zprava.

lim
t→0+

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0+

2− (x+ t)2 − y2 − (x2 + y2)

t

= lim
t→0+

2− x2 − 2xt− t2 − y2 − 1

t

= lim
t→0+

−2xt− t2

t

= −2x

lim
t→0−

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0−

(x+ t)2 + y2 − (x2 + y2)

t

= lim
t→0−

2xt+ t2

t

= 2x
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Tedy parciální derivace neexistuje.
V bodech x < 0 je analogická situace (prohodí se limity zleva a zprava) a
derivace také neexistuje.
V bodech x = 0 máme

lim
t→0

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0

2− (x+ t)2 − y2 − (x2 + y2)

t

= lim
t→0

2− x2 − 2xt− t2 − y2 − 1

t

= lim
t→0

−2xt− t2

t

= −2x = 0.

� Protoºe funkce f je symetrická (f(x, y) = f(y, x)), parciální derivace podle y
vyjdou analogicky, tedy

∂f

∂y
=

{
0, y = 0,

∄, jinak.

� Záv¥r:
i. Pro x2 + y2 < 1 máme

∂f

∂x
= 2x

∂f

∂y
= 2y

ii. Pro x2 + y2 > 1 máme
∂f

∂x
= −2x

∂f

∂y
= −2y
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iii. Pro x2 + y2 = 1 máme
∂f

∂x
=

{
0, x = 0,

∄, jinak.

∂f

∂y
=

{
0, y = 0,

∄, jinak.

� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) = −3

∂f

∂x
(a) = −2

∂f

∂y
(a) = −4

Tedy te£ná rovina má rovnici

z + 3 = −2(x− 1)− 4(y − 2).

(e) f(x, y) = 3

√
ln

x

y
, a = [1, 2]

�e²ení:

� De�ni£ní obor:
Df = {[x, y] ∈ R2 : xy > 0}.

� Pro x ̸= y máme
∂f

∂x
=

1

3

1

3

√
log2 x

y

· 1
x

∂f

∂y
= −1

3

1

3

√
log2 x

y

· 1
y
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� Pro x = y máme

∂f

∂x
(x, y) = lim

t→0

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0

3

√
log (x+t)

y − 3

√
log x

y

t

= lim
t→0

3

√
log (x+t)

x

t
= lim

t→0

3

√
log

(
1 + t

x

)
t3

= lim
t→0

3

√
log

(
1 + t

x

)
t
x

· 1

xt2

=

{
∞, x > 0

−∞, x < 0.

� Parciální derivace podle y spo£teme analogicky. (Lze uºít faktu, ºe log x
y =

− log y
x .)

∂f

∂y
=

{
−∞, y > 0,

∞, y < 0.

� Záv¥r:
i. Pro x ̸= y máme

∂f

∂x
=

1

3

1

3

√
log2 x

y

· 1
x

∂f

∂y
= −1

3

1

3

√
log2 x

y

· 1
y

ii. Pro x = y neexistují.
� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) =
3

√
log

1

2
∂f

∂x
(a) =

1

3
· 1

3

√
log2 1

2

∂f

∂y
(a) = −1

6
· 1

3

√
log2 1

2

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − 3

√
log

1

2
=

1

3
· 1

3

√
log2 1

2

(x− 1)− 1

6
· 1

3

√
log2 1

2

(y − 2)

(f) f(x, y) = x(y
x), a = [1, 2]

�e²ení:
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� Funkci p°epí²eme jako

x(y
x) = ey

x log x = ee
(x log y) log x

De�ni£ní obor:
Df = {[x, y] ∈ R2;x > 0, y > 0}

� Pro x > 0, y > 0 máme

∂f

∂x
= x(y

x)

(
yx log y log x+ yx

1

x

)
∂f

∂y
= x(y

x)
(
xyx−1 log x

)

� �ádné speciální body nemáme.
� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) = 1

∂f

∂x
(a) = 2

∂f

∂y
(a) = 0

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − 1 = 2(x− 1).
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(g) f(x, y) = (arctan
√

x2 + y2)4, a = [1, 2]
�e²ení:

� De�ni£ní obor:
Df = R2

� Pro x2 + y2 ̸= 0 máme

∂f

∂x
= 4(arctan(

√
x2 + y2))3 · x

1 + x2 + y2
· 1√

x2 + y2

∂f

∂y
= 4(arctan(

√
x2 + y2))3 · y

1 + x2 + y2
· 1√

x2 + y2

� Pro (x, y) = (0, 0) máme

∂f

∂x
(x, y) = lim

t→0

f(x+ t, y)− f(x, y)

t

= lim
t→0

(arctan(
√

(0 + t)2 + 02))4 − (arctan(
√
02 + 02))4

t

= lim
t→0

(arctan(
√
t2))4

t
= lim

t→0

arctan4 |t|
|t|4

· |t|
4

t

= 14 · 0 = 0.

� Protoºe funkce f je symetrická (f(x, y) = f(y, x)), parciální derivace podle y
vyjde analogicky, tedy

∂f

∂y
(0, 0) = 0

� Záv¥r:
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i. Pro (x, y) ̸= (0, 0) máme

∂f

∂x
= 4(arctan(

√
x2 + y2))3 · x

1 + x2 + y2
· 1√

x2 + y2

∂f

∂y
= 4(arctan(

√
x2 + y2))3 · y

1 + x2 + y2
· 1√

x2 + y2

ii. Pro (0, 0) máme
∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0

� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) = arctan4
√
5

∂f

∂x
(a) =

2

3
arctan3

√
5 · 1√

5
∂f

∂y
(a) =

4

3
arctan3

√
5 · 1√

5

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − arctan4
√
5 =

2

3
arctan3

√
5 · 1√

5
(x− 1) +

4

3
arctan3

√
5 · 1√

5
(y − 2)

(h) f(x, y) =

{
sin(x cos y), x ≥ 0

cos(x sin y) + 2, x < 0
, a = [1, 2]

�e²ení:

� De�ni£ní obor:
Df = R2

� Pro x > 0 máme
∂f

∂x
= cos(x cos y) cos y

∂f

∂y
= − cos(x cos y)x sin y

� Pro x < 0 máme
∂f

∂x
= − sin(x sin y) sin y

∂f

∂y
= − sin(x sin y)x cos y

� Parciální derivace podle x pro x = 0:
Spo£teme zvlá²´ limitu zprava a zleva

lim
t→0+

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0+

sin((x+ t) cos y)− sin(x cos y)

t

= lim
t→0+

sin((x+ t) cos y)− 0

t
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Pro y = π
2 + kπ je cos y = 0 a máme limitu

lim
t→0+

sin(0)− 0

t
= 0.

Pro y ̸= π
2 + kπ je cos y ̸= 0 a máme limitu

lim
t→0+

sin((x+ t) cos y)

t
= lim

t→0+

sin(t cos y)

t cos y
· cos y

= cos y

Zleva:

lim
t→0−

f(x+ t, y)− f(x, y)

t
= lim

t→0−

cos((x+ t) sin y) + 2− sin(x sin y)

t

= lim
t→0−

cos(t cos y) + 2

t

= −∞

Limita tedy neexistuje.
� Parciální derivace podle y pro x = 0.

lim
t→0

f(x, y + t)− f(x, y)

t
= lim

t→0

sin((x) cos(y + t))− sin(x cos y)

t

= lim
t→0

sin((x) cos(y + t))− 0

t

= lim
t→0

0

t

= 0.

� Záv¥r:
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i. Pro x > 0 máme
∂f

∂x
= cos(x cos y) cos y

∂f

∂y
= − cos(x cos y)x sin y

ii. Pro x < 0 máme
∂f

∂x
= − sin(x sin y) sin y

∂f

∂y
= − sin(x sin y)x cos y

iii. Pro x = 0 máme
∂f

∂x
∄

∂f

∂y
= 0,

� Rovnice te£né roviny: Parciální dervivace funkce f jsou v bod¥ a spojité. Tedy
v bod¥ a existuje totální diferenciál a tedy i te£ná rovina. V bod¥ a máme

f(a) = sin(cos 2)

∂f

∂x
(a) = cos(cos 2) cos 2

∂f

∂y
(a) = − cos(cos 2) sin 2

Tedy te£ná rovina má rovnici

z − sin(cos 2) = cos(cos 2) cos 2(x− 1)− cos(cos 2) sin 2(y − 2)

Bonusové p°íklady

3. Najd¥te parciální derivace 1. °ádu podle v²ech prom¥nných, ur£ete Df a Df ′ .

f(x, y) =

{
1, y ∈ Q,

0, y ∈ R \Q

�e²ení: Zdroj: https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html
Funkce je de�novaná na celém R2. Protoºe funkce je konstantní ve sm¥ru osy x, je ve
v²ech bodech

∂f

∂x
= 0

Protoºe ve sm¥ru osy y jde o Dirichletovu funkci, tak ∂f
∂y nemá derivaci v ºádném bod¥.

4. Nech´ T je te£ná rovina ke grafu funkce f(x, y) = −x2 − y2 + 2x + 4y − 4, která je
kolmá k p°ímce {(t, t, t) ∈ R3 : t ∈ R}. Ve kterém bod¥ protíná T osu z (p°ímku
{(0, 0, t) ∈ R3 : t ∈ R})?
Pozn.: Normála ke grafu funkce je ur£ena rovnicemi

x = x0 +
∂f

∂x
(x0; y0)t

y = y0 +
∂f

∂y
(x0; y0)t t ∈ R

z = z0 − t
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�e²ení:
Zdroj: Petr Holický, Ond°ej F.K. Kalenda : Metody °e²ení vybraných úloh z matemat-
ické analýzy pro 2. - 4. semestr
Spo£t¥me parciální derivace funkce f v obecném bod¥ (x, y). Máme

∂f

∂x
= −2x+ 2

∂f

∂y
= −2y + 4.

Ob¥ parciální derivace jsou spojité funkce, tedy existuje totální diferenciál a te£ná
rovina v bod¥ (x0, y0) je tvaru

z − f(x0, y0) = (−2x0 + 2)(x− x0) + (−2y0 + 4)(y − y0)

Její normála je
x = x0 + (−2x0 + 2)t

y = y0 + (−2y0 + 4)t t ∈ R
z = z0 − t

Aby normálový vektor byl násobkem vektoru (1, 1, 1), tak musí platit

k = (−2x0 + 2)

k = (−2y0 + 4)

k = −1

Tedy x0 =
3
2 , y0 =

5
2 . Tedy

z − 1

2
= −

(
x− 3

2

)
−
(
y − 5

2

)
z = −x− y +

9

2

Pro x = y = 0 dostaneme

z =
9

2
.

Hledaná rovina protíná osu z v bod¥ (0, 0, 92).
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