
3. cvi£ení - Limity funkcí více prom¥nných
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz

P°íklady � limity, které ilustrují r·zné situace

1. Ur£ete limity funkcí více prom¥nných, nebo ukaºte, ºe neexistují.

(a) Ukaºte, ºe pro funkci f(x, y) =
x− y

x+ y
platí

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= 1, lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= −1

a
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) neexistuje.

�e²ení:

Nejprve vypo£teme ob¥ dvojnásobné limity. Uv¥domme si, ºe vnit°ní limitu p°es y
(resp. x) nám sta£í po£ítat pro hodnoty parametru x (resp. y) r·zné od limitního
bodu, tj. v na²em konkrétním p°ípad¥ pro x ̸= 0 (resp. y ̸= 0).
Platí, ºe

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= lim

x→0

(
lim
y→0

x− y

x+ y

)
=

pro libovolnou hodnotu �parametru� x r·znou od nuly je funkce (prom¥nné y) v
bod¥ nula spojitá, a proto po dosazení y = 0 máme

= lim
x→0

(
x− 0

x+ 0

)
= 1.

Obdobn¥ vypo£teme

lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= lim

y→0

(
lim
x→0

x− y

x+ y

)
=

pro libovolnou hodnotu �parametru� y r·znou od nuly je funkce (prom¥nné x) v
bod¥ nula spojitá, a proto po dosazení x = 0 máme

= lim
y→0

(
0− y

0 + y

)
= −1.

Protoºe dvojnásobné limity existují a nerovnají se, nem·ºe dvojná limita existovat.

(b) Ukaºte, ºe pro funkci f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
platí

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= 0 a lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= 0,

ale
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) neexistuje.

�e²ení:
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Vypo£t¥me nejprve dvojnásobné limity. Uv¥domme si, ºe funkce f(x, y) je jako
funkce prom¥nné y pro pevnou hodnotu x ̸= 0 spojitá pro v²echna y ∈ R, speciáln¥
v bod¥ nula. Máme tedy, ºe pro x ̸= 0 je

lim
y→0

x2y2

x2y2 + (x− y)2
= 0.

Proto

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= lim

x→0

(
lim
y→0

x2y2

x2y2 + (x− y)2

)
= lim

x→0
(0) = 0.

Obdobn¥ dostaneme, ºe

lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= lim

y→0

(
lim
x→0

x2y2

x2y2 + (x− y)2

)
= lim

y→0

(
0

0 + (0− y)2

)
= 0.

Ur£eme nyní limitu po p°ímce y = x pro x → 0 (potom samoz°ejm¥ také y → 0).
Máme, ºe

lim
x→0

x2 · x2

x2 · x2 + (x− x)2
= 1,

a protoºe limita po p°ímce y = x a dvojnásobné limity existují a nejsou shodné,
dvojná limita nem·ºe existovat.

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x3y

x6 + y2

�e²ení:

Vypo£t¥me nejprve dvojnásobné limity. Pro x ̸= 0 máme

lim
x→0

(
lim
y→0

x3y

x6 + y2

)
= lim

x→0
0 = 0.

Pro y ̸= 0 analogicky

lim
y→0

(
lim
x→0

x3y

x6 + y2

)
= lim

y→0
0 = 0.
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Nyní limita po p°ímce y = kx, k ∈ R. Máme

lim
x→0

x3kx

x6 + (kx)2
= lim

x→0

x2

x2
kx2

x4 + k2
= 0.

Zkusme k°ivku y = x3. Pak

lim
x→0

x3x3

x6 + (x3)2
= lim

x→0

x6

2x6
=

1

2
.

Tedy limita neexistuje.
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(d) lim
(x,y)→[0,0]

x
xy

x2 + y2

�e²ení: Pouºijeme nápov¥du ±2xy ≤ x2 + y2. Pak máme

xy

x2 + y2
≤ 1

2
· x

2 + y2

x2 + y2
=

1

2

xy

x2 + y2
≥ −1

2
· x

2 + y2

x2 + y2
= −1

2

Navíc
lim

(x,y)→[0,0]
x = 0,

tedy z v¥ty o omezené a mizející máme

lim
(x,y)→[0,0]

x
xy

x2 + y2
= 0.
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(e) lim
(x,y)→(4,0)

tg
√

(x− 4)2 − y2

x2
√

(x− 4)2 − y2

�e²ení:

Zkusíme aplikovat známé limity a aritmetiku limit, tedy:

lim
(x,y)→(4,0)

tg
√

(x− 4)2 − y2

x2
√

(x− 4)2 − y2
V OAL
= lim

(x,y)→(4,0)

tg
√

(x− 4)2 − y2√
(x− 4)2 − y2

· lim
(x,y)→(4,0)

1

x2

Ze spojitosti máme

lim
(x,y)→(4,0)

1

x2
=

1

16
.

Zbývá první limita. Pro funkce jedné prom¥nné platí

lim
t→0

tan t

t
= 1.

Navíc (ze spojitosti)
lim

(x,y)→(4,0)

√
(x− 4)2 − y2 = 0

Pokud ov¥°íme podmínky, tak z v¥ty o limit¥ sloºené funkce budeme mít

lim
(x,y)→(4,0)

tg
√

(x− 4)2 − y2√
(x− 4)2 − y2

= 1

a dohromady

lim
(x,y)→(4,0)

tg
√

(x− 4)2 − y2

x2
√

(x− 4)2 − y2
=

1

16
.

Podmínky, konkrétn¥ podmínka (P) (vnit°ní funkce se vyhýbá své limit¥): hledáme
okolí bodu (4, 0) takové, aby √

(x− 4)2 − y2 ̸= 0.
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Navíc se pohybujeme pouze na mnoºin¥ A = {[x, y] ∈ R2 : (x− 4)2 − y2 > 0} - to
je kv·li de�ni£nímu oboru funkce v limit¥.
Poºadavek

√
(x− 4)2 − y2 > 0 je ale spln¥n nap°. na B((4, 0), 1) ∩ A, tedy jsme

ov¥°ili podmínku (P) a jsme hotovi.

(f) Ukaºte, ºe pro funkci f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
limity

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
a lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

neexistují,

ale

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) vzhledem k de�ni£nímu oboru funkce f existuje a je rovna nule.

�e²ení:

Uv¥domme si, ºe pro ºádné x ̸= 1
πk pro k ∈ Z neexistuje limita

lim
y→0

(x+ y) sin
1

x
sin

1

y
.

Formáln¥ to lze nahlédnout pomocí Heineho v¥ty. Volme-li yn = 1/2πn, potom

lim
n→∞

(x+ yn) sin
1

x
sin

1

yn
= lim

n→∞
(x+

1

2πn
) sin

1

x
sin(2πn) = 0,

zatímco pro volbu yn = 1/(π/2 + 2πn) je

lim
n→∞

(x+yn) sin
1

x
sin

1

yn
= lim

n→∞
(x+

1
π
2 + 2πn

) sin
1

x
sin

(π
2
+ 2πn

)
= (x+0) sin

1

x
̸= 0.

Tudíº nem·ºe existovat ani dvojnásobná limita

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
,
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protoºe vnit°ní limita není de�nována na ºádném intervalu hodnot x ∈ (−ε,+ε).
Ze stejného d·vodu neexistuje ani druhá z dvojnásobných limit.
Naopak dvojná limita

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

To proto, ºe
lim

(x,y)→(0,0)
(x+ y) = 0 + 0 = 0,

nebo´ polynom (x + y) je spojitá funkce, a dále protoºe, ºe funkce sin 1
x sin

1
y je

omezená. Tudíº podle v¥ty o omezené a mizející, je výsledek roven 0.

2. Shr¬te, jaké situace jsme zatím potkali. (Nap°. existuje dvojná limita, ale neexistuje
limita; existují limity po p°ímkách, ale limita neexistuje;. . . )
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P°íklady � limity na procvi£ení

3. Ur£ete limity funkcí více prom¥nných, nebo ukaºte, ºe neexistují.

(a) lim
[x,y]→[2,4]

x+ 2y

2x+ y

�e²ení: Funkce je spojitá, po dosazení

lim
[x,y]→[2,4]

x+ 2y

2x+ y
=

10

8
=

5

4
.

(b) lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x+ y + 2

xy2 + y2 + x+ 1

�e²ení: Vytkneme

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x+ y + 2

xy2 + y2 + x+ 1
= lim

[x,y]→[−1,0]

x(y + 2) + (y + 2)

y2(x+ 1) + (x+ 1)
= lim

[x,y]→[−1,0]

(x+ 1)(y + 2)

(y2 + 1)(x+ 1)

= lim
[x,y]→[−1,0]

(y + 2)

(y2 + 1)
= 2

(c) lim
[x,y]→[1,2]

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

�e²ení: Spo£teme dvojnásobné limity

lim
x→1

(
lim
y→2

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

)
= lim

x→1

4x2 − 4

x4 − 1
= lim

x→1

4(x2 − 1)

(x2 − 1)(x2 + 1)
= 2

lim
y→2

(
lim
x→1

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

)
= lim

y→2

y2 − 4

y4 − 16
= lim

y→2

y2 − 4

(y2 − 4)(y2 + 4)
=

1

8

Jelikoº ob¥ dvojnásobné limity existují, ale nerovnají se, tak p·vodní limita neex-
istuje.
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(d) lim
[x,y]→[2,0]

tanxy

y

�e²ení: My²lenka: Roz²í°íme a pak aplikujeme VOLSF a známou limitu:

lim
[x,y]→[2,0]

tanxy

y
= lim

[x,y]→[2,0]
x
tanxy

xy
= 2 · 1 = 2.

Technické provedení:
Funkce f(x, y) = tanxy

y je de�novaná na mnoºin¥ M = R2 \ {[x, 0], x ∈ R}.
Po£ítáme tedy limitu vzhledem k M .
VOLSF aplikujeme na funkci: g(x, y) = tanxy

xy , kterou lze rozloºit na funkce g1(t) =
tan t
t a g2(x, y) = xy.

Pak máme limt→0 g1(t) = 1 a lim[x,y]→[2,0] xy = 0.
Podmínka (P): funkce xy ̸= 0 na okolí M ∩B([2, 0], 1) \ {[2, 0]}.

(e) lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x sin
1

x− y + z
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�e²ení: Pouºijeme v¥tu o sou£inu omezené a mizející funkce. Máme∣∣∣∣sin 1

x− y + z

∣∣∣∣ ≤ 1

a ze spojitosti
lim

[x,y,z]→[0,0,0]
x = 0.

Dohromady

lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x sin
1

x− y + z
= 0

DOPLNIT

(f) lim
[x,y]→[0,0]

x4 + y4

x2 + y2

�e²ení: Uºijeme odhady

0 ≤ x4 + y4

x2 + y2
≤ x2 + y2

Ze dvou policajt· máme

lim
[x,y]→[0,0]

x4 + y4

x2 + y2
= 0.

(g) lim
[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2

�e²ení: Roz²í°íme dle vzorce

lim
[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2
= lim

[x,y]→[0,0]

x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2
· 1√

x2 + y2 + 1 + 1

= lim
[x,y]→[0,0]

1√
x2 + y2 + 1 + 1

=
1

2
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(h) lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2

�e²ení: Funkce vypadá, ºe je neomezená. Ukáºeme z de�nice. Zvolme K > 0. K
n¥mu najdeme δ = 1/K. Pak pro (x, y): x2 + y2 < δ máme

1

x2 + y2
>

1

δ
= K,

tedy

lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2
= ∞

(i) lim
[x,y]→[0,0]

x2 + y2

x+ y

�e²ení: Spo£teme limitu po p°ímce y = x. Dostáváme

lim
x→0

x2 + x2

x+ x
= lim

x→0

2x2

2x
= 0.
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Ale pro k°ivku y = −x+ x2 máme

lim
x→0

x2 + (−x+ x2)2

x+ (−x+ x2)
= lim

x→0

x2 + x2 − 2x3 + x4

x2
= lim

x→0
2− 2x+ x2 = 2.

Protoºe limita vy²la r·zn¥ po r·zných k°ivkách, tak neexistuje.

(j) lim
[x,y,z]→[0,0,0]

(
1 +

2

|x|+ |y|+ |z|

)|x|+|y|+|z|

�e²ení:

Pouºijeme VOLSF.
Vnit°ní funkce |x|+ |y|+ |z|, vn¥j²í

(
1 + 2

t

)t
.

lim
t→0

(
1 +

2

t

)t

= lim
t→0

et log(1+
2
t
) = e0 = 1.
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Tuto limitu spo£teme pomocí l'Hospitala:

lim
t→0

t log

(
1 +

2

t

)
= lim

t→0

log
(
1 + 2

t

)
1
t

L′H
=

n¥co/∞
= lim

t→0

1

(1+ 2
t )

· −2
t2

−1
t2

= lim
t→0

2
1(

1 + 2
t

)
= lim

t→0

2t

t+ 2
= 0

Podmínka (P): |x|+ |y|+ |z| ≠ 0 na B([0, 0, 0], 1) \ {[0, 0, 0]}.
Dohromady

lim
[x,y,z]→[0,0,0]

(
1 +

2

|x|+ |y|+ |z|

)|x|+|y|+|z|
= 1

Pro 2D by graf vypadal následovn¥

Vrstevnicové plochy
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(k) lim
[x,y]→[0,0]

xy2

x2 + y6

�e²ení: Spo£teme limitu po p°ímce y = x. Dostáváme

lim
x→0

x · x2

x2 + x6
= lim

x→0

x

1 + x4
= 0.

Ale pro k°ivku y = 3
√
x máme

lim
x→0+

x · x2/3

x2 + x2
= lim

x→0+

x5/3

2x2
= lim

x→0+

1

2x1/3
= ∞

Protoºe limita vy²la r·zn¥ po r·zných k°ivkách, tak neexistuje.

(l) lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x2

x2 + y2 + z2

�e²ení:

Otestujeme k°ivku y = z = x, máme

lim
x→0

x2

x2 + x2 + x2
=

1

3
.

Pro k°ivku y = z = 0, máme

lim
x→0

x2

x2 + 02 + 02
= 1.

Tedy limita neexistuje.
Pro 2D (bez z2) by graf vypadal následovn¥
Vrstevnicové plochy

(m) lim
[x,y]→[0,0]

sinxy√
x2 + y2

Pouºijeme odhad | sin t| ≤ |t| a 2|xy| ≤ x2 + y2. Pak máme∣∣∣∣∣ sinxy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ |xy|√
x2 + y2

≤ x2 + y2

2
√

x2 + y2
=

1

2

√
x2 + y2.
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A protoºe ze spojitosti

lim
[x,y]→[0,0]

1

2

√
x2 + y2 = 0,

máme ze dvou policajt· i

lim
[x,y]→[0,0]

sinxy√
x2 + y2

= 0.

(n) lim
[x,y]→[0,0]

sinxy

x2 + y2

�e²ení:

Otestujme p°ímky y = 0 a y = x. Dostáváme

lim
x→0

sin(x · 0)
x2 + 02

= 0
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a

lim
x→0

sinx2

2x2
=

1

2
.

Tedy limita neexistuje.

(o) lim
[x,y]→[0,0]

x3y

(x2 + y2)
√
x2 + y2

�e²ení: Pouºijeme odhady

|x3y|
(x2 + y2)

√
x2 + y2

≤ x2(x2 + y2)

2(x2 + y2)
√

x2 + y2
≤ (x2 + y2)

2
√

x2 + y2
=

√
x2 + y2

2
.

Dostáváme

lim
[x,y]→[0,0]

x3y

(x2 + y2)
√

x2 + y2
= 0.
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(p) lim
[x,y]→[0,0]

y4 − xy2

(x4 + y2)
√
x2 + y2

�e²ení: Otestujeme k°ivky y = 0 a y = x. Dostaneme

lim
x→0

04 − x · 02

(x4 + 02)
√
x2 + 02

= 0

a

lim
x→0+

x4 − x · x2

(x4 + x2)
√
x2 + x2

= lim
x→0+

x4 − x3

(x4 + x2)
√
2x2

= lim
x→0+

x− 1

(x2 + 1)
√
2
=

−1√
2
.

Tedy limita neexistuje.

(q) lim
[x,y]→[0,0]

x2y(|x|+ |y|)
(x4 + y2)

√
x2 + y2
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�e²ení:

Otestujeme k°ivky y = 0 a y = x2. Máme

lim
x→0

x20(|x|+ |0|)
(x4 + 02)

√
x2 + 02

= 0

a

lim
x→0+

x2x2(|x|+ |x2|)
(x4 + x4)

√
x2 + x4

= lim
x→0+

x+ x2

2
√
x2 + x4

= lim
x→0+

1 + x

2
√
1 + x2

=
1

2
.

Tedy limita neexistuje.

4. Projd¥te si znovu sekci Shrnutí a Algoritmus. Zpracujte jej do n¥jakého (pro Vás)
vhodného formátu. Nap°. Tabulka, My²lenková mapa, Rozhodovací strom. . .
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