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Teorie � de�nice a v¥ty

De�nice 1. Nech´ (X, ρ) a (Y, σ) jsou metrické prostory, f : X → Y je zobrazení, M ⊂ X a
a ∈ X je hromadným bodem mnoºiny M . �ekneme, ºe prvek b ∈ Y je limitou zobrazení f v

bod¥ a vzhledem k mnoºin¥ M , jestliºe

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ M,x ̸= a : ρ(x, a) < δ =⇒ σ(f(x), b) < ε.

V¥ta 2 (Heine). Nech´ (X, ρ), (Y, σ) jsou metrické prostory, f : X → Y , M ⊂ X, a ∈ M ′,
b ∈ Y . Pak

lim
x→a,x∈M

f(x) = b

práv¥ tehdy, kdyº: pro kaºdou posloupnost {xn} ⊂ M \ {a} platí

xn → a =⇒ f(xn) → b.

V¥ta 3 (Aritmetika limit). Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, f, g : X → R, M ⊂ X, a ∈ M ′,
α, β ∈ R. Nech´ limx→a,x∈M f(x) = α a limx→a,x∈M g(x) = β. Pak

1. limx→a,x∈M f(x) + g(x) = α+ β

2. limx→a,x∈M f(x) · g(x) = α · β
3. limx→a,x∈M f(x)/g(x) = α/β, pokud β ̸= 0.

V¥ta 4 (O limit¥ sloºeného zobrazení). Nech´ (X, ρ), (Y, σ) a (Z, τ) jsou metrické prostory,
g : X → Y , f : Y → Z. Nech´ A ⊂ X, a ∈ A′, B ⊂ Y , b ∈ B′, c ∈ Z a nech´ platí:

1. ∃δ > 0: g(P (a, δ) ∩A) ⊂ B

2. limx→a,x∈A g(x) = b

3. limy→b,y∈B f(y) = c

Nech´ platí jedna z podmínek

(P) ∃η > 0: b ̸∈ g((P (a, η) ∩A)

(S) zobrazení f je spojité v bod¥ b vzhledem k B.

Pak
lim

x→a,x∈A
f(g(x)) = c.

V¥ta 5 (2 policajti). Nech´ existuje prstencové okolí P (x0, y0) takové, ºe na P (x0, y0) platí

h(x, y) ≤ f(x, y) ≤ g(x, y).

Nech´ dále
lim

[x,y]→[x0,y0]
h(x, y) = L = lim

[x,y]→[x0,y0]
g(x, y),

L ∈ R. Pak také existuje
lim

[x,y]→[x0,y0]
f(x, y) = L.
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V¥ta 6 (Omezená a mizející). Nech´ f : Rn → R, g : Rn → R a a bu¤ hromadným bodem
mnoºiny M . Nech´ f je omezená funkce na pr·niku n¥jakého prstencového okolí bodu a ∈ Rn

a mnoºiny M a nech´
lim
x→a
x∈M

g(x) = 0.

Potom
lim
x→a
x∈M

f(x)g(x) = 0.

Poznámka 7 (O dvojnásobné limit¥). Pokud existují limity limx→x0(limy→y0 f(x, y)) = L1

a limy→y0(limx→x0 f(x, y)) = L2 a L1 ̸= L2, tak limita lim[x,y]→[x0,y0] f(x, y) neexistuje.
(Opa£né tvrzení neplatí.)

Poznámka 8 (O dvojnásobné limit¥ 2). Pokud existují limity limx→x0(limy→y0 f(x, y)) = L1,
limy→y0(limx→x0 f(x, y)) = L2 a lim[x,y]→[x0,y0] f(x, y) = L, pak L = L1 = L2.

V¥ta 9 (O absolutní hodnot¥). 1. Nech´ f : Rn → R a a ∈ Rn bu¤ hromadným bodem
mnoºiny M . Jestliºe

lim
x→a
x∈M

f(x) = L, potom lim
x→a
x∈M

|f(x)| = |L|.

2. Nech´ f : Rn → R a a ∈ Rn bu¤ hromadným bodem mnoºiny M . Potom

lim
x→a
x∈M

f(x) = 0, práv¥ kdyº lim
x→a
x∈M

|f(x)| = 0.

Shrnutí � Co máme k dispozici:

1. Je funkce v daném bod¥ spojitá? → Lze dosadit.

2. Jde o polynom 0/0? → Moºná p·jde n¥co vytknout a pokrátit.

3. Jsou tam odmocniny? → Zkusme pouºít vzorce, nap°. A2 −B2 = (A−B)(A+B).

4. Vypadá to na známou limitu? → VOLSF.

5. Je tam omezená (sin, cos,. . . ) krát nulová? → V¥ta o omezené a mizející.

6. Dvojnásobné limity existují, ale jsou r·zné? → Limita neexistuje.

7. Limity po p°ímkách y = kx vyjdou r·zné? → Limita neexistuje.

8. Limity po dal²ích k°ivkách (y = kx2, y = kx3, . . . ) vyjdou r·zné? → Limita neexis-

tuje.

9. Vyskytuje se tam hodn¥ x2 + y2? → Moºná to p·jde z de�nice. Jestliºe x2 + y2 < δ,
jak vypadá f(x, y)?

10. Nelze pouºít n¥jaký odhad? → Dva policajti.

Algoritmus:

1. První pohled na funkci:

(a) Je spojitá?
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(b) Vypadá to na známou limitu?
(c) Nemá r·zné dvojnásobné limity?
(d) Jak to dopadne na p°ímkách y = kx?
(e) Je tam omezená funkce?
(f) Jsou tam odmocniny?

2. (a) Nemáme n¥jaký odhad?
(b) Jak to dopadne na dal²ích k°ivkách?
(c) Co de�nice limity?

Hinty

2|xy| ≤ x2 + y2

±xy ≤ x2 + y2
| sin t| ≤ 1

| sin t| ≤ |t| ab = eb ln a

P°íklady � limity, které ilustrují r·zné situace

1. Ur£ete limity funkcí více prom¥nných, nebo ukaºte, ºe neexistují.
V²echny limity uvaºujeme vzhledem k de�ni£nímu oboru daných funkcí.

(a) Ukaºte, ºe pro funkci f(x, y) =
x− y

x+ y
platí

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= 1, lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= −1

a
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) neexistuje.

(b) Ukaºte, ºe pro funkci f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
platí

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
= 0 a lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= 0,

ale
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) neexistuje.

(c) lim
(x,y)→(0,0)

x3y

x6 + y2

Ukaºte, ºe limita funkce neexistuje, p°estoºe ob¥ dvojnásobné limity jsou nulové a
téº limita po£ítaná po libovolné p°ímce je nulová.

(d)^ lim
(x,y)→[0,0]

x
xy

x2 + y2

(e) lim
(x,y)→(4,0)

tg
√
(x− 4)2 − y2

x2
√

(x− 4)2 − y2

(f) Ukaºte, ºe pro funkci f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
limity

lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
a lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
neexistují, ale
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lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) vzhledem k de�ni£nímu oboru funkce f existuje a je rovna 0.

2. Shr¬te, jaké situace jsme zatím potkali. (Nap°. existuje dvojná limita, ale neexistuje
limita; existují limity po p°ímkách, ale limita neexistuje;. . . )

P°íklady � limity na procvi£ení

3. Ur£ete limity funkcí více prom¥nných, nebo ukaºte, ºe neexistují.
V²echny limity uvaºujeme vzhledem k de�ni£nímu oboru daných funkcí.

(a) lim
[x,y]→[2,4]

x+ 2y

2x+ y

(b) ♡ lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x+ y + 2

xy2 + y2 + x+ 1

(c) lim
[x,y]→[1,2]

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

(d) lim
[x,y]→[2,0]

tanxy

y

(e) lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x sin
1

x− y + z

(f) P lim
[x,y]→[0,0]

x4 + y4

x2 + y2

(g) lim
[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2

(h) \ lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2

(i) V lim
[x,y]→[0,0]

x2 + y2

x+ y

(j) lim
[x,y,z]→[0,0,0]

(
1 +

2

|x|+ |y|+ |z|

)|x|+|y|+|z|

(k) N lim
[x,y]→[0,0]

xy2

x2 + y6

(l) lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x2

x2 + y2 + z2

(m) 8 lim
[x,y]→[0,0]

sinxy√
x2 + y2

(n) lim
[x,y]→[0,0]

sinxy

x2 + y2

(o) R lim
[x,y]→[0,0]

x3y

(x2 + y2)
√

x2 + y2

(p) lim
[x,y]→[0,0]

y4 − xy2

(x4 + y2)
√

x2 + y2

(q) Q lim
[x,y]→[0,0]

x2y(|x|+ |y|)
(x4 + y2)

√
x2 + y2

4. Projd¥te si znovu sekci Shrnutí a Algoritmus. Zpracujte jej do n¥jakého (pro Vás)
vhodného formátu. Nap°. Tabulka, My²lenková mapa, Rozhodovací strom. . .

(1d)2|xy|≤x2+y2

(3b)vytkn¥tex+1
(3f)≤x2+y2

(3h)zde�nice
(3i)y=−x+x2

(3k)y=
3√
x

(3m)|sint|≤|t|,2|xy|≤x2+y2

(3o)2|xy|≤x2+y2,x2≤x2+y2

(3q)y=x2
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