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2. cvi£ení - Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz
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De�nice 1. Metrickým prostorem budeme rozum¥t dvojici (X, ρ), kde X je mnoºina, ρ :
X ×X → [0,∞) je funkce spl¬ující

(1) ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(2) ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = ρ(y, x),

(3) ∀x, y, z ∈ X : ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Funkci ρ nazýváme metrika na X.

Poznámka 2. Mnoºinu Rn uvaºujeme s metrikami

ρ∞(x, y) = max
i=1,...,n

|xi−yi|, ρ1(x, y) =

n∑
i=1

|xi−yi|, ρ2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2, x, y ∈ Rn.

Úloha 3. Ur£ete, zda jsou následující objekty metrickým prostorem (precizní d·kaz není
t°eba)

1. Na prostoru C([0, 2]) spojitých funkcích na [0, 2] uvaºujme

ρ(f, g) = |f(1)− g(1)|.

2. Na R uvaºujme ρ(x, y) =

{
x− y, x ≥ y,

1, x < y.

3. Prostor R2 s funkcí ρ(x, x) = 0, ρ(x, y) = ρ2(x, x0) + ρ2(x0, y), x ̸= y, kde x0 zna£í
po£átek (0, 0) a ρ2 zna£í eukleidovskou metriku v R2. P°i m¥°ení vzdálenosti dvou
r·zných bod· musíme vºdy projít po£átkem.

4. Taxi: Vzdálenost dvou míst v Praze m¥°íme jako nejkrat²í moºnou dráhu ujetou autem.
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De�nice 4. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X, A ̸= ∅, a x ∈ X. Vzdáleností bodu x
od mnoºiny A rozumíme £íslo

ρ(x,A) = inf{ρ(x, y); y ∈ A}.

Úloha 5. ` Na R2 najd¥te vzdálenost bodu P = [0, 1] od p°ímky y = −x v metrice

1. ρ1 2. ρ2 3. ρ∞

Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metricke-pro
story-pro-obrazovku.pdf?so=nx

Úloha 6. P V prostoru C([0, 1]) uvaºujeme supremovou metriku

ρ∞(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|.

Najd¥te nejmen²í vzdálenost funkce f(x) = x od podprostoru tvo°eného konstantními
funkcemi.

Hejblátko v geogeb°e: https://www.geogebra.org/calculator/veyfkghz
Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Poznámka 7. Nech´ p ∈ [1,∞) a lp je mnoºina v²ech reálných posloupností {xn}, pro n¥º
°ada

∑∞
n=0 |xn|p konverguje. Pak de�nujeme metriku

ρp(x, y) =

( ∞∑
n=0

|xn − yn|p
)1/p

.

Poznámka 8. Uvaºujme mnoºinu v²ech omezených reálných posloupností {xn} Pak de�n-
ujeme metriku

ρ∞(x, y) = sup
n∈N

|xn − yn|.

Úloha 9. V Ur£ete vzdálenost posloupnosti x = {1, 2, 1
32
, 1
42
, . . . , 1

n2 , . . .} od mnoºiny M =
{x = {xn}∞n=1 : x1 = x2} v prostorech
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1. l1 2. l2 3. l∞

Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
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De�nice 10. Nech´ x ∈ X, r > 0. Otev°enou koulí rozumíme mnoºinu

B(x, r) = {y ∈ X; ρ(x, y) < r}

Uzav°enou koulí rozumíme mnoºinu

B̄(x, r) = {y ∈ X; ρ(x, y) ≤ r}

Úloha 11. Na£rtn¥te jednotkovou kouli v prostoru (R3, ρ1), (R3, ρ2), (R3, ρ∞).

Úloha 12. Jak vypadá koule v diskrétním metrickém prostoru?

De�nice 13. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor a {xn}∞n=1 je posloupnost prvk· X. �ekneme,
ºe {xn}∞n=1 konverguje k y ∈ X v (X, ρ), jestliºe platí limn→∞ ρ(xn, y) = 0. Prvek y nazýváme
limitou posloupnosti {xn}∞n=1 v (X, ρ). Konvergentní posloupností v (X, ρ) rozumíme kaºdou
posloupnost prvk· X, která má limitu v (X, ρ).

De�nice 14. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, M ⊂ X. �ekneme, ºe mnoºina M je uzav°ená
v X, jestliºe platí: pro kaºdou posloupnost {xn} v M , spl¬ující xn → x pro n¥jaký prvek
x ∈ X, pak platí: x ∈ M .

De�nice 15. Nech´ M ⊂ X, x ∈ X. �ekneme, ºe x ∈ X je vnit°ním bodem mnoºiny M ,
jestliºe existuje r > 0 spl¬ující B(x, r) ⊂ M .

Mnoºina M ⊂ X se nazývá otev°ená v (X, ρ), jestliºe kaºdý její bod je jejím vnit°ním
bodem.

Poznámka 16. 1. Mnoºina F v metrickém prostoru (X, ρ) je uzav°ená práv¥ tehdy, kdyº
X \ F je otev°ená.

2. Mnoºina G v metrickém prostoru (X, ρ) je otev°ená práv¥ tehdy, kdyº X \G je uzav°ená.

Úloha 17. Ur£ete, zda je interval (0, 1) otev°ená £i uzav°ená mnoºin v metrickém prostoru
(X, ρ), jestliºe

1. X = (0, 1), ρ = ρ1,

2. X = R, ρ = ρ1,

3. X = [0, 1] s diskrétní metrikou,

4. X = (0, 1) ∪ (3, 4), ρ = 3ρ1.

De�nice 18. Nech´ M ⊂ X. �ekneme, ºe x je hrani£ním bodem mnoºiny M , pokud pro
kaºdé r > 0 platí B(x, r) ∩M ̸= ∅ a B(x, r) ∩ (P \M) ̸= ∅. Mnoºinu v²ech hrani£ních bod·
nazýváme hranice a zna£íme ji ∂M .

Uzáv¥rem mnoºiny M rozumíme mnoºinu M = M ∪ ∂M .
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Úloha 19. Ur£ete, zda mnoºina M je uzav°ená, otev°ená, co je její vnit°ek, uzáv¥r, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

1. M = (0, 1)

2. M = [0, 1]

3. M = (0, 1]

4. M = (0,∞)

5. M = [0,∞)

6. M = (−∞,∞)

7. N 8. Q 9. R

Úloha 20. Ur£ete, zda je daná mnoºina uzav°ená, uzav°ená, najd¥te hranici (v R2).

Úloha 21. Rozhodn¥te, zda platí (v obecném metrickém prostoru):

1. R B(x, r) = B(x, r) 2. 8 A ∩B = A ∩B

Úloha 22. Najd¥te uzáv¥ry graf· funkcí

1.

f(x) =

{
sin(1/x), x > 0
0, x = 0

2. Dirichletova funkce

3. Riemannova funkce

https://www.geogebra.org/calculator/zapw8zma

https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichletova_funkce

https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemannova_funkce

Úloha 23. Najd¥te netriviální A ⊂ R, aby spl¬ovala následující

1. A = ∂A

2. IntA ⊋ A

3. IntA ⊊ A

4. IntA ⊊ A

5. IntA ⊋ A

6. IntA = A
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Poznámka 24. Funkce f(x, y) = x a f(x, y) = y jsou spojité na R2. Obecn¥ spojitost funkcí
na Rn je zachována aritmetickými operacemi (krom d¥lení 0) i skládáním.

Úloha 25. Pe£liv¥ zd·vodn¥te, ºe následující funkce jsou spojité (na svém Df ):

1. sin
xy

x2 − y3

2. arctan(x2 + y2)

3. ln(e|x
2−y2| + 1)

4. (x+ y)xy

Úloha 26. Nech´ f(x) = x2. Najd¥te vzory mnoºin:

1. {4}
2. (0, 9)

3. [0, 9)

4. [1, 9]

5. (−2,∞)

6. {−4}

Úloha 27. Nech´ f(x) = sinx. Najd¥te vzory mnoºin:

1. {1} 2. (−1, 1) 3. [0, 1) 4. (−2,−1] 5. (−∞,−3]

Poznámka 28. Nech´ (X, ρ a (Y, σ) jsou metrické prostory a f : X → Y je spojité zobrazení.
Pak pro otev°enou mnoºinu G v (Y, σ) je f−1(G) otev°ená v (X, ρ) a pro uzav°enou mnoºinu
F v (Y, σ) je f−1(F ) uzav°ená v (X, ρ).

Úloha 29. Ur£ete, zda jsou následující mnoºiny otev°ené nebo uzav°ené a pe£liv¥ zd·vodn¥te:

1. {[x, y] ∈ R2 : x2 − y3 ≤ 2}
2. {[x, y] ∈ R2 : arctan(x2 + y2) > 1}

3. {[x, y] ∈ R2 : −3 < e|x
2−y2| < 2}

4. {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1,−3 ≤ y ≤ 3, x+ y ≤ 2}

De�nice 30. Mnoºina M ⊂ X se nazývá omezená, jestliºe ∃K diam(M) < K.

Úloha 31. Ur£ete, zda jsou následující mnoºiny omezené:

1. {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 < 3}

2. {[x, y] ∈ R2 :
1

x2
+

1

y
< 10}

3. {[x, y] ∈ R2 : x2 + 2y2 ≤ 1}

4. {[x, y] ∈ R2 : sin(xy) ≤ 1}
5. {[x, y] ∈ R2 : x6 + y6 < 2}

6. {[x, y] ∈ R2 :
xy

x2 + y2
<

1

2
}

(5)Nakresletesiobrázek.Jaksevlastn¥m¥°ívzdáleostvdanýchmetrikách?
(6)Pouºijtehejblátko.
(9)Vzdálenostdvoubod·jenejmen²í,kdyºjsoup°esn¥stejné.Totadyasinep·jde,alenemohlybybýtstejné
skoronav²echsou°adnicích?
(21.1)UvaºujteR2bezmezikruºí.
(21.2)Uvaºujte(0,1)a(1,2).
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