Limity funkei vice proménnych — vzor
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Urcete obé dvojnasobné limity pro funkei f(z,y) = zjry; v bodé (0,0). Existuje limita

funkce f v bodé (0,0) ?

ReSeni:

P1i vypoctu jedné dvojnasobné limity nejprve limitime pfes x — 0 a y povazujeme za

parametr. Dostavame
) T — y2 0— y2
lim = =
=0 T+ Yy O+y

Nyni vysledny vyraz limitime pro y — 0. Dostédvame

_y.

lim —y = 0.
finy v =0

Vypocet miuzeme také zapsat do jednoho radku:

— 2 a2
lim (lim i ) = lim (0 Y ) = lim(—y) = 0.
y—=0 \z—=0 T + Y y—=0 \ 0+y y—0

Jedna z dvojnasobnych limit je tedy rovna nule. Naopak druhd dvojnasobna limita

vychézi
2
- ~0
lim (lim 2= ) = lim ( £ —lim1=1.
z—0 \y—=0 T+ y z—=0\xz+0 x—0

Obé dvojnasobné limity tedy existuji, ale nejsou si rovny. Tudiz limita

2

neexistuje.

lim
(z,y)—(0,0) T+ Y
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2. Necht je dana funkee f(z,y) = ﬁ? Ukazte, Ze limita funkce f v bodé (0, 0) neexistuje,

prestoze obé dvojnasobné limity jsou nulové.
ResSeni: Vypocet dvojnésobnych limit je jednoduchy.

. . xy . 0
lim { lim ———— ) = lim =0,
z—0 \y—0 x° + vy =0 0 + 12
0
lim ( lim —2— ) = lim =0
y—0 \z—0 £~ + y2 x—00 4+ x2
Existenci limity tak lze vyvratit, pokud vezmeme néjakou primku prochézejici bodem
(0,0) a limita po¢itana po této pFimce nebude nulovéa. Napiiklad 1ze volit pfimku y = x.
Mame, ze pokud  — 0, pak y — 0. Pfitom

x-x 1
lim — = - #0.
zlg(l)a:Q—l—a:? 2#

Limita funkce f v bodé (0,0) tedy neexistuje.

3. Necht je dana funkce f(x,y) = m{% Ukazte, Ze limita funkce f v bodé (0, 0) neexistuje,
prestoze obé dvojnésobné limity jsou nulové a téz limita pocitana po libovolné piimce
je nulova.

Reseni: Vypocet dvojnasobnych limit:

2
lim (lim f y ) = lim 0 =0,
z—0 \y—0 x* + y2

2Py 0
lim ( lim ——— | = lim =0
y—0 \z—0 % + y2 z—=0 2t 4+ 0
Pokud vezmeme piimku prochézejici bodem (0,0), tj. pfimku danou rovnici y = ax pro
a # 0, je prislusna limita pocitana podél této piimky

22 ax ax 0

ilg%)a:‘l—i—(aa:)? zig%:c?Jraz T 0+a2 =0
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Zkusme tedy jinou kiivku prochazejici bodem (0,0), naptiklad parabolu y = 2. Potom

2 2 4 1

I Tl x . T 40
im——==1lim—=— .
z—0 x4 + (1‘2)2 z—0 x4 + 4 2

Limita funkce f v bodé (0,0) tedy neexistuje, protoZze jsme nasli dvé kiivky (parabolu a
libovolnou pfimku prochézejici pocatkem), pro které limita v bodé (0,0) poc¢itana podél
nich nenf stejné.

9 . 2 _ x4+y4 « « . . - . .
4. Necht je dana funkce f(z,y) = Vi Ukazte, Ze limita funkce f v bodé (0, 0) existuje.
ReSeni: Na okoli (0,0) plati odhad

4,4 4 4
o< LY T Y o2y
VEi4+y? a2y a2 2
Jelikoz
lim 22 +y? =0,
[2,y]—[0,0]
ze dvou policajti mame
zt 4 y4

lim

2] [00] /22 + 32
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5. Uréete limitu lim —L1— . sin(2? + 42).
(2,y)—(0,0) V**+y? ( v)

Reseni:
Pro sinus v blizkosti nuly mame tabulkovou limitu. Limitu tedy rozsifime vyrazem
(2 + y?). Dostaneme

2?2 +y?  sin(z? +94?)

lim .
(@y)—(0,0) /22 + 12 72 + 32

sin(2? + y?)
im ——
(z)=(00)  2? +y?

Nyni dokdzeme, Ze

~ v

K tomu pouzijeme vétu o limité slozené funkce. Pro vnitin{ funkci t = 22 4+ y? a vnéjsi

Sitﬂ plati:

1. ( %11’11( )m2—|—y2 = 0+0 = 0, nebot polynom je spojité funkce, Ize pocitat dosazenim.
z,y)—(0,0

2. }in% %ﬂt = 1. To je znamé ,tabulkova® limita.
—

3. Pro libovolné prstencové okoli nuly, napiiklad otevieny jednotkovy kruh bez bodu
(0,0), plati, Ze vnitini funkce 22 + y2 # 0.
Tim jsou splnény piredpoklady o limité sloZzené funkce, tedy dostavame
(2 a2
s
T
(z,y)—(0,0) z°+y

Ukazeme, Ze limita druhého &nitele je nulova, nebot

2+ y2
lim ——2—= lim +224+y2=v0+0=0,
(y)=(0,0) /22 +y2  (z,y)—(0,0)

nebot odmocnina je funkce spojitd v nule zprava a polynom z? + y? nabyva pouze
nezdpornych hodnot. Mame tedy

22 +y?  sin(z? +y?)

lim .
@y)—=(00) /22 + 92 T2+ y?

=0-1=0.
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6. Ukazte, ze limita funkce f(z,y) = (v + y) - sinwiy v bodé (0,0) vzhledem k jejimu
defini¢nimu oboru je rovna nule. UkaZte také, Ze dvojnésobné limity
i (1 ). i (1. 7 )
lim <y13% f(x y)) Jinn, { Yy f (2, y)
neexistuji.
Reseni:
Protoze (z + y) je polynom, tedy spojita funkee, je
lim (x+y)=0+0=0.
(w,y)—>(070)( )
A protoZe sinus je omezenou funkci, je podle véty o limité sou¢inu omezené funkce a
funkce s nulovou limitou také
1
lim (z+y)sin— =0.
(z,y)—(0,0) xy
Ukazme nyni, Ze ani jedna z dvojnasobnych limit neexistuje. Pro zadné z # 0 totiz
neexistuje limita

. 1
lim (z + y) sin —,
y—0 Ty

coz ukdzeme pomoci Heineho véty.

Vyberme tedy dvé rizné posloupnosti konvergujici k nule: nejprve vezméme y,, =
Potom

1
2mnx

1
lim (z + yp)sin — = lim (z + )sin(27mn) = 0,

n—00 TYn n—00 TNIT
nebot sin(27n) = 0. Nyni vezméme jinou posloupnost konvergujici k nule, napt. y, =

1
2 Potom

. .1 . 1 .
nll_)Iglo(l’ + yn) Sin E = nh—>Holo (IL' + m) Sln(ﬂ'/Q + 27T’I'L)

1

n1—>1{>10($+x(7r/2+27m)) T+0==z
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Protoze obé posloupnosti ¥, byly prosté s nulovou limitou, podle Heineho véty limita

1
lim (z + y) sin —
y

y—0

nemuze existovat, kdykoliv z # 0. Neexistuje tedy ani dvojnasobna limita

1
lim (lim (z +y)sin —> .
y

z—0 \ y—0

Neexistenci druhé dvojnasobné limity dostaneme piedchozim postupem, pokud vSude
zaménime x a y (vyraz v limité je symetricky).

T T T T T T T T T T T T T
P T e S B
4 -z [i] 2 4
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