12. cviceni — Extrémy na nekompaktech
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Piiklady
1. Najdéte globalni extrémy funkei (nebo supremum a infimum):

(a) fz,y) =2® = 3zy +y° M = [0,00).
ReSeni: Zdroj piikladu: https://matematika.cuni.cz/d1l/ikalkulus/KAP17.

pdf
e Nejprve zkusime najit lokaln{ extrémy na mnoziné M° = (0, 00)2. Zderivujeme

0 2
— =32 -3
ox v Y
of 2
— =3y“ -3
y Y v

Nulové body: Z druhé rovnice je

z =y’
tedy po dosazeni do prvni
3yt =3y =0

y(y® —1) =0

Tedy mame dva podezielé body: [0,0] ¢ M° a [1,1]. Plati f(1,1) = —1.
e Globélni maximum funkce nema: Uvazujme funkei g(z) = f(z,0). Pak

lim g(z) = lim z® = cc.

Tedy funkce je zifejmé neomezend shora.

e Globalni minimum je v bodé [1,1]: Ukazeme, Ze na mnozind K = [0,3]? je
globélni minimum v bodé [1,1]. Déle ukdzeme, ze f > 0 na mnoziné M \ K.
Z toho pak vyplyne, Ze v [1,1] je globalni minimum na M.

— Mnozina K je omezené a uzaviend, tedy kompaktni. Protoze f je spojita
(polynom), tak na K nabyva (globélnich) extrémt. Minimum miZe byt
pouze v bodé [1,1] (s hodnotou f(1,1) = —1) nebo na hranici. Hranice
je tvofena Ctyfmi tiseckami. Na tsecce (z,0), kde x € [0, 3], a na tusedce
(0,9), kde y € [0,3], plati f(z,0) =2 > 0a f(0,y) = y> > 0. Tedy tam
nemize byt minimum.

Usecky tvaru (z,3), kde = € [0, 3], a (3,y), kde y € [0, 3], budeme diskuto-
vat nize.

— Uvazujme mnozinu x > 3, y < 3. Pak

f(z,y) =2 = 3zy +y* > 2® — 32y > 32(3 —y) > 0.
Analogicky pro y > 3, z < 3:

flz,y) =2° = 3zy +y® > y° — 32y > 3y(3 —z) > 0.
Nakonec pro mnozinu x > 3, y > 3 je

fla,y) =2 = 3oy +y* > 3(2® — 2y +4?) = 3((x — y)® + zy) > 0.
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— Tedy minimum na mnoziné K je v bodé [1,1] a ma hodnotu —1. Na M\ K
plati, ze f(z,y) > 0.
e Zavér: globalni maximum funkce nemd, globalni minimum je v bodé [1,1] a
mé hodnotu —1.

(b) f(x.y) = (o +y?)e” )
Regeni: Zdroj piikladu: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"bouchala/Vyuka/
Hledame globélni extrémy na mnoziné M = R2.
Funkci Ize psat jako f(z,y) = g(2? + 32), pro g(t) = te™*
jsou kruznice se stfedem v pocatku.)

. (Vrstevnicemi funkce

Stadi tedy vySetfit extrémy funkce g(t), t € [0, 00).
Zderivujme:
gt)=e"(1-1).

Funkce je tedy rostouci na intervalu [0, 1) a klesajici na [1, 00). Navic plati g(0) =0
a

lim te~! = 0.
t—o00

Muzeme tedy funkci naértnout a ¥ict, Ze mé globalni maximum v ¢ = 1 o hodnoté
1/e a minimum v ¢t = 0 o hodnoté 0.

02 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 2B 3 32 34 36 38 4 42 44 48
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Piechodem k funkci f uréime, 7e f ma globalni maximum na kruznici 22 4+ y? = 1
a minimum v pocatku.

(©) fla,y) = @+ Ty >
Regeni: Zdroj: Petr Holicky, Ond¥ej F. K. Kalenda : Metody feSeni vybranych
tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Funkce f je zfejmé nezaporna a zaroven f(x,y) = 0 pravé pro (z,y) = (0,0).
Zde je tedy globalni minimum.

e Funkci zderivujeme

f 2 2\\  —5x2—2y2
g—x — (22 — 102(2® + Ty?))e 52
2_5 = (14y — dy(a® + Ty?))e > 2

Derivace jsou nulové pravé tehdy, kdyz

(1 -5 +7y%)) =0
y(14 —4(z® + 7y%)) =0

Z rovnic dostavame FeSeni

- [0,0], £(0,0) =0,

- [O,il/\/i], f(Ovil/\/ﬁ) = 27_€a

~ [ 1/VE 0], f(1/VE,0) = L.

Kandiddtem na globalni maximum jsou tedy body [0,41/v/2], s hodnotou
f(0,£1/v2) = L.

e Ukazeme, Ze opravdu jde o body globalntho maxima. Pro funkci f plati

fl@,y) = (@ + Ty?)e ™2 < 7(52% 4 2y?)e W
Podobné jako v pfedchozim piikladé mtzeme psat h(x,y) = 7(5$2+2y2)e—5$2—2y2
jako h(z,y) = g(5a? + 2y?), kde g(t) = Tte™".
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Mame lim;_ oo te=! = 0. Tedy existuje R > 0 takové, Ze pro t > R plati
(t) < L.
g 4e ~
Uvazujme tedy mnozinu K = {[z,y] : 522 + 2y? < R} a mnozinu K = {[z,y] :
522 + 2y? > R}.
— Pak na K plati

Flz,y) < h(z,y) < 4—76

— Na mnoziné K mame: K je kompakt (elipsa se stfedem v pocatku) a f je
na K spojitd. Nabyva tam tedy extrémi.
Globalni maximum miize byt pouze v bodech [0, 4-1/+/2], s hodnotou f(0,41/v/2) =
" nebo na hranici K. Ale pro body na hranici K plati, 7e f < ﬁ.

2¢7
Zavér: Funkce f nabyva globalniho maxima v bodech [0, 4+1/+/2], s hodnotou
F(0,41/V2) = %

Globélntho minima nabyva v bodé [0,0] s hodnotou 0.

©
O

h n n L
-1.0 -0.5 0.5 1.0

4y 27 9

Regeni: Zdroj piikladu: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.
pdf

e Funkce je na M nezdporna. Zaroven je shora neomezend, protoze

. . 4
lim f(z,1) = xli)n;o?)x—i— s + 27 = c0.

T—r00

e Zderivujme

of _4_ 8y
ox 23
of _ 4 81
8y_x2 y4

Jedinym stacionarnim bodem je bod [2, 3], kde f(2,3) = 10.
e UkadZeme, Ze v tomto bod€ je globalni minimum.

Uvazujme mnozinu K = [2,4] x [1,40]. Pak méme
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— Proxz >4 je
f(z,y) >3z > 12 > 10.

— Pro z € (0,4], y > 40 je

W

Y

f($,y)>PZ > 10

e

— Proy €(0,1] je
27
f(xvy) > y_3 Z 10

—Proy>1,2€(0,2] je
4y 4
) > 2> >10
flay)> 5252

Zavér: Globalni minimum je v bodé [2,3] s hodnotou f(2,3) = 10.

L L L L L L L
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

(e) f(z,y) = (Tx+10y)e 7Y, x>0,y > 0.
Regeni:
Zdroj: Petr Holicky, Ondfej F. K. Kalenda : Metody feSeni vybranych tloh z
matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
Polozme M = (0,00) x (0, 00).

e Zderivujeme:

af o
e ] a—y
o (=72 — 10y + 7)e
of e
U S| 1 z—y
9y (=7x — 10y + 10)e

Stacionarni bod funkce nema.

e ProtoZe f je spojita na M, tak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).
Budeme tedy dale pracovat na M = [0, 00) x [0, 00).
Ziejmé f > 0 na M. Navic f(z,y) = 0 pravé pro (z,y) = (0,0). Tedy v
pocatku ma f globalni minimum.
Pro M pak plati inf f(M) = 0.
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e VySetfime chovani f na hranici M.
— Mame f(0,0) =0.
— Na (z,0), kde z > 0 je

f(z,0) = hyi(z) = Tze™™

Je
hi(x) =7(1 —x)e "
Podezielym bodem je tedy [1,0] s hodnotou f(1,0) = 7/e.
— Na (0,y), kde y > 0 je

f(0,y) = ha(y) = 10ye™

Je
ha(y) = 10(1 —y)e™".
Podezielym bodem je tedy [0,1] s hodnotou f(0,1) = 10/e.
e UkaZeme Ze f nabyvad maxima na M bodé [0,1] s hodnotou 10/e.

— Plati odhad
f(z,y) <10(z +y)e ™Y

Miizeme psét jako 10(x + y)e Y = g(x + y), kde g(t) = 10te™t. Protoze
limy—o0 = 0, tak existuje takové R > 0, Ze pro t > R je 10te ™ < 2. Neboli
f(z,y) < 2 na mnoziné {[z,y]: 2 > 0,y > 0,2 +y > R}.

— Uvazujme nyni mnozinu A = {[z,y] : x > 0,y > 0,z +y < R}. Jde o
trojuhelnik, mnoZzina je omezend a uzaviend, tedy kompaktni. Funkce f
na ni tedy nabyva extrémi. Z¥ejmeé [0,0] € Ai0,1] € A. Z vypoclti vyse
plyne, 7e extrémy jsou v bodech [0,0] a [0, 1].

Zaver: inf f(M) =0, sup f(M) = 1?0' Funkce na M nenabyva extrémti.
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2. Najdéte globélni extrémy funkci (nebo supremum a infimum):

Zdroj prikladi: Petr Holicky, Ondfej F. K. Kalenda : Metody FeSeni vybranych tdloh z
matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

https://www.karlin.mff.cuni.cz/"bouchala/Vyuka/

(a) f(z,y) =sinz +siny, M = {[z,y] € R? : 22 +y? < 72/4}
Regeni:
Zdroj piikladt: Petr Holicky, Ondfej F. K. Kalenda : Metody FeSeni vybranych
tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Uvazujme mnozinu K = {[z,y] € R? : 22 + ¢?> < 72/4}. Mnozina K je
kompaktni, funkce f je spojitd na K, tedy tam nabyva extrémd.
e Zderivujme f na vnitiku K:

% = cosx
or
g—cos
oy 4

Staciondrnimi body jsou tedy body tvaru (5 + k7, 5 + mm), k,m € Z. Tyto
body ale nelezi v K, tedy na vnittku K se extrémt nenabyvé.

e Na hranici K budeme hledat podezielé body metodou Lagrangeovych multi-
plikitorii. Hranici K lze vyjadfit pomoci rovnice 2 + y? = 72 /4. Pracujeme
tedy s funkei g(x,y) = 22 +y% — 72 /4. Plati f, g € C'(R?).

Extrémy mohou byt v bodech, kde Vg = 0, tedy (2z,2y) = (0,0), tedy v
pocatku, ktery ale nelezi na K.
Tedy budeme hledat body, kde Vf + AVg = 0 pro n&jaké A € R. Resime tedy
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soustavu

cosxz + A2z =0
cosy + A2y =0
2?4+ y? = 7% /4.
Z posledni rovnice plyne, ze x,y € [~7, §]. Z prvnich dvou rovnic je zjevneé,

ze x,y # 0. Déle z nich lze vyjadiit

COST COS Yy

T Y

cost

Rovnice je zfejmé splnéna pro body x = y. Dale ukdzeme, Ze funkce h(t) = <5

je prosta na [—7, 7], tedy <% # %, jestlize x # .
Funkce h je licha. Zderivujme

—tsint — cost

W) = =

Na intervalu (0,%) je A’ < 0, tedy h je klesajici. Navic limy_,o1h = oo.
Mutzeme nacértnout graf:

™ T

Funkce h je tedy prosta na [—7, 7]. Odtud plyne, Ze x = y.
Dosazenim do piivodni rovnice ziskdme podezielé body [\/Lg, \/lg] a [—\/lg7 —\/ig].
e Porovnanim funkénich hodnot zjistime, Ze na K nabyvid f maxima v bodé
s s ™

[\/Lg, 75] a minima v bodé [_T’ _Tg]'

Tedy plati, Ze sup f(M) se nabyva v bodé [\lf, \/lg] ainf f(M)vbods [—

oo

Extrému funkce f na M nenabyva.
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() f(z,y,2) =sinzsinysinz, M = {[z,y,2] ER® 1z +y+2z= 5, >0,y >0,z>0}
Regeni:

e Uvazujme mnozinu K = {[z,y] e R* 1w +y+2=35,2 >0,y > 0,2 > 0}. K
mé tvar naklopeného trojuhelniku. Mnozina K ma navic v R? prazdny vnitiek.
Mnozina K je kompaktni, funkce f je spojitd na K, tedy tam nabyva extrém.

e Na K budeme hledat podezfelé body metodou Lagrangeovych multiplikdtorii.
Mnozinu K lze vyjadfit pomoci rovnice x +y+ 2z — 5. Pracujeme tedy s funkcf
g(z,y,2) =z +y+2z—73. Plati f,g € C(R?).

Extrémy mohou byt v bodech, kde Vg = 0, tedy (1,1,1) = (0,0,0), coZ neni
mozné.
Tedy budeme hledat body, kde Vf + AVg = 0 pro n&jaké A € R. Resime tedy
soustavu

cosxsinysinz + Ax =0

sinxzcosysinz + Ay =0

sinzsinycosz + Az =0

ty+z=<
X Z = =
Y 2

Z podminek navic plyne, ze z,y,z € [0, 5]. Odec¢tenim prvnich dvou rovnic a
prvni a tfeti rovnice ziskame

I
NN 5 o

sin z(cos xsiny — sinz cosy) = sin zsin(y — )
sin y(cos x sin z — sin x cos z) = siny sin(z — )

T+Y+=z =

Reseni ziskame rozborem moznosti
i. sinz =0 a siny = 0, tedy dostaneme bod [7,0,0].
ii. sinz =0 a sin(z — z) = 0, tedy dostaneme bod [0, 7, 0].
iii. sin(y —z) =0 a siny = 0, tedy dostaneme bod [0,0, Zl.
iv. sin(y —z) = 0 a sin(z — z) = 0, odtud y = & = 2, tedy dostaneme bod
66 6]
e Porovnanim funkénich hodnot zjistime, Ze na K nabyvid f maxima v bodé
(%> &> &) @ minima v bodech [7,0,0], [0, F,0] a [0,0, §].
Tedy plati, ze sup f(M) = max f(M) se nabyva v bodé [F,
funkce f na M nenabyva.

- -
, 5] Minima

SHE]

flr,y) =z —y+22, M ={x,y,2] eR3: 22 +y? + 22 = 2,22 + 22 < gy}
) flzy)=2z4+y+2 M={[z,y,2] eR®: 22 + 2+ 22 < 1,22 + y?> + 22 — 22 < 0}
fla,y) = —a' —y', M = {[z,y] € R* : 2” + 2% > 1}
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K vyfeSeni soustavy rovnic podminky ,nebo“ vyuzijeme toho, Ze z prvni rovnice musi bud A = 0
nebo 4(z? + y?)r — Ky = 0. Lambda byt nula nemuze kvili druhé rovnici, takze musi platit
(22 +y?)r — Ky = 0. Diky pozorovani (/) a tomu, Ze bod [0, 0] uz je mezi podezielymi se muzeme
omezit na z # 0 a y # 0. Diky tomu muZeme bez problému z 4(z2 + y*)z — Ky = 0 vyjadrit
(22 + y?) a dosadit do tiet{ rovnice. Po tipravdch dojdeme k y = 1(’;3, coz opét dosadime do tieti
rovnice a dofeSenim dostavam podezielé body:

V3K2 W 27K2]
4 0 4

_ VBK? _ V2TK2
[ ]
4 1

[z, y] = [

Dosazenim vsech podezielych bodu do funkce mame:

F0,0) =0,  f(ABEE VRTRE))_ VATRZ L p(|_VBRZ _ VOTRR)) _ _ VATKZ

Y

IS

3K?2
4 4

VER? 4 16 v bods [

Z predchozich ivah je jasné, ze maximum f na M je =

|- —@ a to v bodé [@,@].
2. 0 f(x,y,2) =2 —y+ 2z, Vf(x,y,z)=(1,-1,2)
.?Qo M ={[z,y,z] eR* 22 +y* + 22 =2, 2® + 2* <y}
Mnozina M je ocividné omezend, ale nenf uzaviend. Jeji uzaver M = {[z,y,z] € R® : 2% + > 4+ 2 =
2, 2* + 2* < y} uz je ale uzavieny i omezeny a f je spojitda na M, takze se na ném bude nabyvat
maxima a minima. Ulohu si rozdélime na dva kusy

o My ={[r,y,2] eR3: 22 + 9>+ 22 =2 22+ 22 <y}
g(z,y,2) = 2> +y? + 22 — 2, Vy(z,y,z) = (2x,2y,22)
G={[r,y,2] eR3: 2%+ 22 <y} pro M, a f,g € C'(R?)
Podle véty o multiplikdtoru pro bod extrému musi platit bud’to

Vy(z,y,2) = (22,2y,22) =0 <= [r,y,2] =[0,0,0] & M,

nebo ze existuje A € R spliiujici nasledujici sadu rovnic.

1+2Xx =0
—14+2\y=0
242 2=0

Pyt =2

VyfteSenim tieba pomoci vyjadieni x, y a z z prvnich tfi rovnic a dosazenim do posledni dostavame
fesenti:

woys) = [ b 2 €My a o] = [ -t 2] ¢ M
Na M; tedy zadné podezielé body nejsou.

o My={[r,y,2]eR?: 22+ 9>+ 22 =2, 2*+22 =y}

gz, y,2) =2 +y? + 22 — 2, Vagi(z,y,z) = (2z,2y,22)
go(z,y,2) = 2% + 22 — v, Vgo(z,y,z) = (2z,—1,22)
G =R3pro M, a f, g1, 9, € C(R3)

Podle véty o multiplikdtoru pro bod extrému musi platit bud'to
Vai(z,y,2) = (2z,2y,22) je ndsobkem Vga(z,y, 2) = (27,1,22),
nebo ze existuji A\;, Ay € R spliujici nasledujici sadu rovnic.
14+ 2Mx +2X 2 =0
242Mz24+2X2=0
24t =2
242 = Y



7 podminky linearni zavislosti dostavame body
[x7y7z] = [Oa _%ao]v ac R) a [fﬂ,y, Z] = [ba _%70]7 b,C eR.

Zadny z téchto bodu ale nesplauje g1 ([z, 7, 2]) = 0 = go(x, y, 2), takze nepfipadaji v ivahu jako
podeztelé.

Nyni k feseni soustavy. Dosazenim posledni rovnice v soustavé do pfedposledni rovnice dostavame
y?+y=2=y=1,-2. Zrovnic je jasné, ze x # 0 a z # 0, a proto miZzeme z prvn{ a tfet{ rovnice
vyjadrit (2A1 + 2X2) a dat je do rovnosti. Z toho dostaneme z = 2z. Nyni uz snadno dosazenim
obou poznatku do ¢tvrté rovnice dostavame reSeni:

, 1

[x,y,z]:[ 7\/15] a [_\/57

i

5

Dosazenim do funkce mame:

Je tedy jasné, ze minimum f na M, je —/5 — 1 a to v bodé [—\/ig, 1, —\%} a maximum V5 — 1 a

to v bodé [\/ig, 1, \/lg]

Celkem tedy na uzavéru M je maximum /5 — 1 a minimum —+/5 — 1 a obé se nabyvaji na M ~ M,
a tedy jsou pro mnozinu M supremem a infimem, kterych se nenabyva. To plyne z vlastnosti uzavéru
a spojitosti funkce na uzévéru, nebot z vlastnosti uzaveéru plati, ze pro [\/Lg, 1, \/lg] existuje posloupnost
[T, Yn, 2n] € M, kterda k nému konverguje a ze spojitosti funkce na uzavéru f([\/ig, 1, \/lg]) — v/5—1. Pro
infimum by se to udélalo obdobné. Zaver tedy je, ze funkce f ma na M infimum —+v/5 — 1 a supremum
v/5 — 1 a ani jednoho se nenabyva.



20\ ResSeni:
1. flx,y,z)i=x+y+z H={[x,y,z] c R®: x? +y?>+ 22 <1, 22 +y% + 2% - 2x <O}
Je vhodné si uvédomit, Ze H je prinik dvou kouli. Druhou podminku z jeji definice
si totiz miZzeme prepsat jako (x — 1) + y? + z% < 1.

MnoZina H neni kompaktni, tedy se na ni extréma nabyvat nemusi. Nicméné je
omezend, a tedy ma smysl vysetrovat extrémy funkce f na kompaktni mnoziné

H={[x,y,z] eR*: x* +y*+2* <1, x* + y* + z* — 2x < 0}

Funkce f je na ni spojitd, extrému se tam tedy nabyv4, a tedy sta¢i hledat podezrelé
body. Ozna¢me gi(x,y,z) :i= x> + y®> + z> =1 a gulx,y,z) 1= x?> - 2x + y*> + 2%, a
spoditejme si gradienty:

2x 2x -2
Vailx,y,z) = | 2y Vaolx,y,z) = 2y
2z 2z

MnoZinu H si rozdélime na &ty ¢dsti. MI¢ky vlastné vyuzivdme Tvrzeni 6 ve verzi
pro maxima.

e int H = H (toto obecné platit nemusi, ale v tomto konkrétnim pripadé to plati).
Hleddme lokdlni extrémy, tedy potrebujeme gradient

1
Vflx,y,z) = |1
1

Tedy Vf se nule nikdy nerovnd, a tedy na H funkce f Zddny lokdlni (a tedy ani
globdlni) extrém nema.

o [x,y,z] € H: gi(x,y,z) = 0. Tady mdme jednu vazbu, pouzijeme Vétu 1.

- Hleddme nejprve body, kde Vg; = 0, coz je jen bod [0, 0, 0], ale ten nendlezi
do mnoziny {g; = 0} (mnoziny bodd, ve kterych je funkce g; nulova).

- Tedy existuje A takova, ze

1 = A2x,
1 = A2y,
1 =22z.

Zjevné A + 0, tedy x = y = z, a tedy z rovnice g;(x,x,x) = 0 madme prvni
dvojici podezielg’ich bodi {i%, + %, -+ % . Nicméné jen jeden z nich néleZi
do mnoZiny H, a sice
[ 1 1 1 ]
o [x,y,z] € H: golx,y,z) = 0. Opét jedna vazba, opét Lagrange.

- Hleddme nejprve body, kde Vg, = 0, coz je jen bod [1,0, 0], ale ten nendlezi
do mnoziny {g, = 0}.



- Tedy existuje A takovd, Ze

1= A2x — 2),
1 =12y,
1 = A2z

opét vidime, Ze A + 0, tedy y = z = i A prvni rovnici mizeme podélit
2A, dostaneme i =x —1,tedy y = x — 1. Dosadime x = y + 1 do rovnice

go = 0, dostaneme
y+1-12+y2+y2=1,

tedy mame dalsi dvojici podezielych bodd [ﬂkﬁ, i\/ig, i% , z nichZ jen

jeden je v mnoziné H:

1+vs 1 4
Vi V3 VB

e A koneéné mnozina [x,y,z] € H: gi(x,y,z) = golx,y,z) = 0. Tady mdme
vazby dvé:
- Vg1 a Vg, jsou linedrné zdvislé, neboli:
* Vg =0, pakx =y =z =0, ale g1(0,0,0) = —1 # 0, nebo
x Existuje A tak, Ze Vgy = AV gy, tedy

2)x =2x — 2,
24y =2y,
20z = 2z.

Po tpravé médme
(21 — 2)x = -2,
@21 -2y =0,
21 —-2)z=0

Z prvni rovnice vidime, ze (24 —2) #+ 0, tedy tim ve druhé a treti rovnici
muzeme podélit a dostaneme y = z = 0. Pak ze vztahtt g3 = g» = 0
hraveé zjistime, Ze zde nemdme zaddnd reseni.
- Nebo existuji Ay a Ay tak, ze

1 =20 + 200X — 2Xp = 2(A4 + Ag)x — 2y,

1=2My + 20y = 2(A + A2)y,

1=2Mz+ 20z =200 + Az,

0=x?+y*+2> -1,

0=x?+y>+2z> - 2x.

Z druhé rovnice je vidét, Ze 2(A; +Ay) # 0, tedy tim miiZeme rovnice podélit,
a tedy y = z. Odeltenim 5. rovnice od 4. dostaneme, 7ze x = % A ze Ctyrté

rovnice tedy



atedy y = i\/g. Mame tedy dvojici podezrelych bodl

A nyni zbyva uz jen dosazent:

f< = 13 13D=\f S = 1.7321,
f< 1;3\f LS,_LS:>_1_ 3= 1< —0.73205,
f<[%\/§ §_>=17247
f@%"\/g‘ g) L _0.72474.

Tedy, jelikoz vsechny tyto body nejsou v mnoziné H a diky Tvrzeni 3 vime, Ze funkce
f na H minima ani maxima nenabyva.

S, y) = —xt —y* H = {x? + 292 > 1}. Je vidét, Ze infimum je I = —oo, stadi uvazit

X =y — oo, pak f(x,x) » —oo.

MnoZina neni ani omezend, ani uzavrend, extrému se tedy nabyvat nemusi. Tedy,
abychom mohli vy$etrit jaké bude supremum (nebo snad maximum), tak je tteba si
mnozinu omezit a uzavrit. Je vidét, ze ¢im bliZe jsme k nule, tim vy3si bude hodnota
funkce. Tedy je rozumné zvolit tfeba mnozinu

K:={x*+y* <42, x* + 2y > 1},

coz je jakési ,mezikruzi“. K uz kompaktni je, a tedy funkce f (ktera je spojitd) na
K maxima nabyva. (Minima taky, ale jiZ vime, Ze to je ndm jedno.) Navic

sup f(x,y) = sup f(x,y) = max f(x,y).
[x,y]eH [x.y]eK [x.¥y]eK

Toto je skoro zrejmé, nicméné celé zdivodnéni si Zadda nékolik krokt. V pisemce
toto neni tfeba probirat tak podrobné, ale je fajn si uvédomit, jak by se to formdlné
zd@vodnilo.

o intK = {x*+ y* <42, x?2+2y% > 1} = K, tedy z Tvrzeni 3 plyne, Ze

sup f(x,y) = sup f(x,y). (1)

[x,y]eint K [x,y]eK

[x,y] € H\intK = {x* + y* > 42} = f(x,y) < —42.

Tedy
sup flx,y) < —42.

[x,y]eH\int K
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e [1,1] € intK, tedy

sup f(xuy) Zf(ili) = —2> —42 = sup f(xuy)° (2)

[x,yleint K [x,y]e H\int K

e H=(H\intK)U (int K). Tedy diky Tvrzeni 6 a (2) médme

sup f(x,y)=ma><{ sup f(x,y), sup f(x.y)}= sup f(x,y). (3)
[x.y

[x,y]eH ,y]eH\int K [x,y]cint K [x,y]c€int K

e V poslednim kroku jen ddme dohromady (1) a (3) a dostaneme vysledek. JelikoZ
je K kompakitni a f spojitd, je supremum a maximum to samé.

Pro zjisténi suprema na mnoziné H tedy hleddme maximum na mnoziné K, a body
kde se ho nabyva. Budou-li tyto body v mnoziné H, pak jsme na ni nasli maximum.
Pokud ne, pak se maxima na mnoziné H nenabyvd a mdme jen supremum.

Na vnitfku mnoZiny K funkce extrém nemd, nebot Vf(x,y) = (—4x3, —4y°)7, tedy
Vf =0 pouze kdyz x = y = 0, coz do mnoziny K nendleZi.

Hranice m4d dvé ¢asti:
o {x* + y* = 42}. Tam byt maximum nemdzZe, nebot f(1,1) = —2, a pro [x,y] €
{x* + y* = 42} plati, Ze f([x,y]) = —42.

e x? + 2y? = 1. Tedy kone¢né& prichdzi na radu Lagreangeovy multiplikatory.
Oznaé¢me g(x,y) := x? + 2y> — 1. Pak Vg(x,y) = (2x,4y)". Tento gradient je
nulovy pouze pro x = y = 0, coZ v mnoziné K neni. Tedy z Véty 1 plyne, Ze

existuje A tak, aby
—4x3\ Iy 2x
—4y’3) T T \4y )

Tedy bud je x = 0 (g(x,y) = 0, tedy y = \f) neboy = 0 (pak x = +1). A

nebo mohu vydélit prvni rovnici x, druhou y a dostaneme, Ze 4\ = 2(—4x?) =

—4y?. Tedy 2x? = y?, a z rovnice g(x,y) = 0 dostdvdme 4 resent: [% %] a
[—% +§] Dosazeni:

1 1

0,+— ) =—-, 4

fox) ()

f(+1,0) = —1, (5)

JelikoZ body L/% i%} a [—\/ig i%] v mnoziné H nelezi, dostdvdme, Ze maxi-

mum neexistuje a S

I
[

(o)



Piiklad (2e)
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3. Ukazte, Ze konec¢né sjednoceni #idkych mnozin je ¥idkd mnoZina. Je to pravda pro
spocetnd sjednoceni?

Mnozina A C X je tidkd v (X, p), jestlize X \ A4 je husta v X.
MnoZina B C X je husta v (X, p), jestlize B = X.
Regeni: Necht A; a Ay jsou ¥idké mnoziny v (X, p). Pak pro A; U Ay mame

X\(A1UAy) =X\ (A1UAy) = (X\A)N(X\ Ay

Navic plati, ze (X \ A1) i (X \ A2) je oteviend a hustd mnozina. 7 véty z prednagky
plati, ze prinik takovych dvou mnoZin je také hustd mnoZina. Tedy A; U As je Fidka
mnoZzina.

Indukci lze ukazat, ze kone¢né sjednoceni ridkych mnozin je fidkd mnoZina.

Pro spocetné sjednoceni tvrzeni neplati. Uvazujme jednoprvkové mmnoziny {q}, kde
q € Q. Mnoziny jsou zjevné fidké v R. Ale jejich spoéetné sjednoceni je celé Q, coz
#{dka mnozina nenf.
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