
11. cvi£ení � Lagrangeovy multiplikátory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Najd¥te globální extrémy funkcí na mnoºin¥ M

(a) f(x, y, z) = x− 2y − 2z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}
�e²ení:

� Rovnici vazby m·ºeme psát ve tvaru

x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Ozna£íme-li g(x, y, z) = x2+ y2+ z2−1, lze vazebnou podmínku psát ve tvaru

g(x, y, z) = 0,

coº znamená totéº jako rovnost M = g−1(0). Mnoºina M je tedy uzav°ená.
Protoºe je zárove¬ omezená, nebo´ x2 + y2 + z2 = 1 ur£uje sféru se st°edem
v po£átku o polom¥ru 1, je M kompaktní. Funkce f je navíc spojitá na R3

(polynom), tedy nabývá na M extrém·.

Figure 1: Obarvení sféry nazna£uje funk£ní hodnotu

� Funkce f i funkce g jsou polynomy, jsou tedy nekone£n¥krát diferencovatelné,
tudíº t°ídy C1 na R3. Jako otev°enou mnoºinu G z v¥ty o multiplikátorech
(s jednou vazbou) lze tedy volit G = R3. V¥ta o multiplikátorech s jednou
vazbou potom °íká, ºe vázaný extrém vzhledem k mnoºin¥ M = g−1(0) m·ºe
mít funkce f pouze v t¥ch bodech vazby, kde má funkce g nulový gradient nebo
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v bodech (x, y, z), pro které existuje reálné £íslo λ takové, ºe soustava rovnic
o £ty°ech neznámých x, y, z, λ

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ · ∂g

∂z
= 0

g(x, y, z) = 0

má °e²ení (x, y, z, λ).

� Vy²et°eme nejprve body, kde má vazebná funkce g nulový gradient. Protoºe

∇g =

(
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
,

kde
∂g

∂x
=

∂

∂x

(
x2 + y2 + z2 − 1

)
= 2x+ 0 + 0− 0 = 2x,

∂g

∂y
=

∂

∂y

(
x2 + y2 + z2 − 1

)
= 0 + 2y + 0− 0 = 2y,

∂g

∂z
=

∂

∂z

(
x2 + y2 + z2 − 1

)
= 0 + 0 + 2z − 0 = 2z,

máme, ºe

∇g =

(
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
= (2x, 2y, 2z).

Vektor (2x, 2y, 2z) je nulovým vektorem (0, 0, 0) pouze v bod¥ x = 0, y = 0,
z = 0, který ale není bodem vazby, nebo´ g(0, 0, 0) = 02 + 02 + 02 − 1 =
−1 ̸= 0. Tento p°ípad nám tedy nedává ºádný podez°elý bod.

� Vy²et°eme nyní vý²e uvedenou soustavu rovnic s multiplikátorem λ.

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ · ∂g

∂z
= 0

g(x, y, z) = 0

Parciální derivace vazebné funkce g uº jsme vypo£etli vý²e. Parciální
derivace funkce f jsou

∂f

∂x
=

∂

∂x
(x− 2y − 2z) = 1− 0− 0 = 1,

∂f

∂y
=

∂

∂y
(x− 2y − 2z) = 0− 2− 0 = −2,
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∂f

∂z
=

∂

∂z
(x− 2y − 2z) = 0− 0− 2 = −2,

zmín¥ná soustava rovnic má tedy tvar

1 + λ · 2x = 0

−2 + λ · 2y = 0

−2 + λ · 2z = 0

x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

Z prvních t°í rovnic m·ºeme vyjád°it, ºe

x = − 1

2λ
, y =

1

λ
, z =

1

λ

a dosazením do poslední rovnice (vazby) dostaneme, ºe

1

4λ2
+

1

λ2
+

1

λ2
− 1 = 0,

odkud vyplývá, ºe

λ2 =
9

4
=⇒ λ1,2 = ±3

2
.

Po dosazení do výraz· pro x, y, z dostáváme dva podez°elé body [−1
3 ,

2
3 ,

2
3 ]

a [13 ,−
2
3 ,−

2
3 ].

Funk£ní hodnoty v podez°elých bodech jsou

f(−1

3
,
2

3
,
2

3
) = −1

3
− 4

3
− 4

3
= −3,

f(
1

3
,−2

3
,−2

3
) =

1

3
+

4

3
+

4

3
= 3.

Protoºe funkce f je spojitá a M kompaktní, musí f na M nabývat svého
maxima i minima a to v n¥kterém ze dvou bod· vý²e. Zjevn¥ tedy v bod¥
(−1

3 ,
2
3 ,

2
3) nabývá minima −3 a v bod¥ (13 ,−

2
3 ,−

2
3) maxima 3.

(b) f(x, y) = x2 + y, M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
�e²ení:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

� Ozna£me g(x, y) = x2 + y2 − 1 a G = R2. Pak lze vazebnou podmínku psát
jako g(x, y) = 0. Navíc f, g ∈ C1(G) (polynomy).

Dále M = g−1(0). Tedy jde o vzor uzav°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení,
tedy je M uzav°ená. M je navíc omezená - jde o kruºnici se st°edem v po£átku
a polom¥rem 1. Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabývá na M extrém·.

� Aplikujeme v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech. P°edpoklady jsou spln¥ny
(viz vý²e).

� Vy²et°eme body, kde má g nulový gradient. Hledáme tedy body, kde

∇g = (2x, 2y) = (0, 0).

Tedy (x, y) = (0, 0). Tento bod ale neleºí v M .
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� Vy²et°eme nyní soustavu rovnic s multiplikátorem λ.

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y) = 0

Tedy

2x+ λ · 2x = 0

1 + λ · 2y = 0

x2 + y2 − 1 = 0.

Z první rovnice máme
2x(1 + λ) = 0.

Tedy x = 0 nebo λ = −1.

Pokud x = 0, tak z vazební podmínky je

y2 = 1

tedy máme podez°elé body [0, 1] a [0,−1].

Pokud λ = −1, tak z druhé rovnice je y = 1
2 . Z vazební podmínky pak

máme podez°elé body [
√
3
2 , 12 ] a [−

√
3
2 , 12 ].

� Porovnáme hodnoty ve funk£ních bodech:

f(0, 1) = 1

f(0,−1) = −1

f

(√
3

2
,
1

2

)
=

5

4

f

(
−
√
3

2
,
1

2

)
=

5

4
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Tedy funkce nabývá minima v bod¥ [0,−1] s hodnotou −1 a maxima v bodech

[±
√
3
2 , 12 ] s hodnotou

5
4 .

(c) f(x, y) = 4x+ 3y − 4, M = {[x, y] ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1}
�e²ení:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

� Ozna£me g(x, y) = (x−1)2+(y−2)2−1 a G = R2. Pak lze vazebnou podmínku
psát jako g(x, y) = 0. Navíc f, g ∈ C1(G) (polynomy).

Dále M = g−1(0). Tedy jde o vzor uzav°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení,
tedy je M uzav°ená. M je navíc omezená - jde o kruºnici se st°edem v bod¥
[1, 2] a polom¥rem 1. Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabývá na M extrém·.

� Aplikujeme v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech. P°edpoklady jsou spln¥ny
(viz vý²e).

� Vy²et°eme body, kde má g nulový gradient. Hledáme tedy body, kde

∇g = (2x− 2, 2y − 4) = (0, 0).

Tedy (x, y) = (1, 2). Tento bod ale neleºí v M .
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� Vy²et°eme nyní soustavu rovnic s multiplikátorem λ.

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y) = 0

Tedy

4 + λ · 2(x− 1) = 0

3 + λ · 2(y − 2) = 0

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 0.

Z prvních dvou rovnic máme

x− 1 = − 2

λ

y − 2 = − 3

2λ

(Vylou£ili jsme moºnost λ = 0, protoºe nespl¬uje soustavu rovnic.)

Dosazením do vazební podmínky získáme

λ = ±5

2

tedy máme podez°elé body [15 ,
7
5 ] a [95 ,

13
5 ].

� Porovnáme hodnoty ve funk£ních bodech:

f

(
1

5
,
7

5

)
= 1

f

(
9

5
,
13

5

)
= 11

Tedy funkce nabývá minima v bod¥ [15 ,
7
5 ] s hodnotou 1 a maxima v bod¥

[95 ,
13
5 ]. s hodnotou 11.

(d) f(x, y, z) = x− y + 3z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + 4z2 = 4}
�e²ení:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

� Ozna£me g(x, y, z) = x2+ y2+4z2− 4 a G = R3. Pak lze vazebnou podmínku
psát jako g(x, y, z) = 0. Navíc f, g ∈ C1(G) (polynomy).

Dále M = g−1(0). Tedy jde o vzor uzav°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení,
tedy je M uzav°ená. M je navíc omezená - jde o povrch elipsoidu se st°edem
v po£átku, který se vejde do koule B(o, 3). Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabývá na M extrém·.

� Aplikujeme v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech. P°edpoklady jsou spln¥ny
(viz vý²e).
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Figure 2: Obarvení povrchu nazna£uje funk£ní hodnotu

� Vy²et°eme body, kde má g nulový gradient. Hledáme tedy body, kde

∇g = (2x, 2y, 4z) = (0, 0, 0).

Tedy (x, y, z) = (0, 0, 0). Tento bod ale neleºí v M .

� Vy²et°eme nyní soustavu rovnic s multiplikátorem λ.

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y, z) = 0

Tedy

1 + λ · 2x = 0

−1 + λ · 2y = 0

3 + λ · 8z = 0

x2 + y2 + 4z2 − 4 = 0.

Z prvních dvou rovnic máme

x = − 1

2λ

y =
1

2λ

z = − 3

8λ

(Vylou£ili jsme moºnost λ = 0, protoºe nespl¬uje soustavu rovnic.)
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Dosazením do vazební podmínky získáme

λ = ±
√
17

8

tedy máme podez°elé body [ 4√
17
,− 4√

17
, 3√

17
]. a [− 4√

17
, 4√

17
,− 3√

17
].

� Porovnáme hodnoty ve funk£ních bodech:

f

(
4√
17

,− 4√
17

,
3√
17

)
=

√
17

f

(
− 4√

17
,

4√
17

,− 3√
17

)
= −

√
17

Tedy funkce nabývá minima v bod¥
(
− 4√

17
, 4√

17
,− 3√

17

)
s hodnotou −

√
17 a

maxima v bod¥
(

4√
17
,− 4√

17
, 3√

17

)
s hodnotou

√
17.

(e) f(x, y, z) = x+ 2y + 3z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x− y + z = 1, x2 + y2 = 1}
�e²ení:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

� Ozna£me g1(x, y, z) = x−y+z−1, g2(x, y, z) = x2+y2−1 a G = R3. Pak lze
vazebnou podmínku psát jako g1(x, y, z) = 0 a zárove¬ g2(x, y, z) = 0. Navíc
f, g ∈ C1(G) (polynomy).

Dále uvaºujme M1 = g−1
1 (0). Tedy jde o vzor uzav°ené mnoºiny p°i spojitém

zobrazení, tedy je M1 uzav°ená. Analogicky Dále uvaºujme M2 = g−1
2 (0).

Tedy jde o vzor uzav°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení, tedy je M2 uzav°ená.
Protoºe M = M1 ∩M2, jde o pr·nik dvou uzav°ených, tedy je také uzav°ená.

M je navíc omezená - jde o pr·nik válce a roviny. Máme tedy |x| ≤ 1, |y| ≤ 1,
odsud −1 ≤ z ≤ 3. Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabývá na M extrém·.

Figure 3: Obarvení povrchu nazna£uje funk£ní hodnotu

Matematická analýza 3, 2024/25, Kristýna Kuncová 8

http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.pdf
http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.pdf


Figure 4: Takto vypadá vazba

� Aplikujeme v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech. P°edpoklady jsou spln¥ny
(viz vý²e).

� Vy²et°eme body, kde jsou vektory ∇g1 a ∇g2 lineárn¥ nezávislé. Hledáme
tedy body, kde

∇g1 = (1,−1, 1) = k∇g2 = (2x, 2y, 0)

Tedy (x, y, z) = (0, 0, 0). Tento bod ale neleºí v M .

� Vy²et°eme nyní soustavu rovnic s multiplikátory λ a µ.

∂f

∂x
+ λ · ∂g1

∂x
+ µ · ∂g2

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g1

∂y
+ µ · ∂g2

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ · ∂g1

∂y
+ µ · ∂g2

∂z
= 0

g(x, y, z) = 0

Tedy

1 + λ · 1 + µ · 2x = 0

2 + λ · −1 + µ · 2y = 0

3 + λ · 1 + µ · 0 = 0

x− y + z − 1 = 0

x2 + y2 − 1 = 0.
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Ze t°etí rovnice máme, ºe λ = −3. Z prvních dvou rovnic máme

x =
1

µ

y = − 5

2µ

(Vylou£ili jsme moºnost µ = 0, protoºe nespl¬uje soustavu rovnic.)

Dosazením do vazební podmínky získáme

µ = ±
√
29

2

tedy máme podez°elé body [ 2√
29
,− 5√

29
, 1− 7√

29
] a [− 2√

29
, 5√

29
, 1 + 7√

29
].

� Porovnáme hodnoty ve funk£ních bodech:

f

(
2√
29

,− 5√
29

, 1− 7√
29

)
= 3−

√
29

f

(
− 2√

29
,

5√
29

, 1 +
7√
29

)
= 3 +

9√
29

Tedy funkce nabývá minima v bod¥
[

2√
29
,− 5√

29
, 1− 7√

29

]
s hodnotou 3−

√
29

a maxima v bod¥
[
− 2√

29
, 5√

29
, 1 + 7√

29

]
s hodnotou 3 + 9√

29

(f) f(x, y) = x2 + y2, M = {[x, y] ∈ R2 : 5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0}
�e²ení:
Zdroj: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf

� Ozna£me g(x, y) = 5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0 a G = R2. Pak lze vazebnou
podmínku psát jako g(x, y) = 0. Navíc f, g ∈ C1(G) (polynomy).

Dále M = g−1(0). Tedy jde o vzor uzav°ené mnoºiny p°i spojitém zobrazení,
tedy je M uzav°ená.

M je navíc omezená - jde o pooto£enou elipsu (to by se ukázalo, kdybychom
�oto£ili� soustavu sou°adnic). Omezenost plyne z t¥chto odhad·:

5(x2 + y2) = 4 + 6xy ≤ 4 + 3(x2 + y2)

tedy
2(x2 + y2) ≤ 4

Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabývá na M extrém·.

� Aplikujeme v¥tu o Lagrangeových multiplikátorech. P°edpoklady jsou spln¥ny
(viz vý²e).

� Vy²et°eme body, kde má g nulový gradient. Hledáme tedy body, kde

∇g = (10x− 6y,−6x+ 10y) = (0, 0).

Tedy (x, y) = (0, 0). Tento bod ale neleºí v M .
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� Vy²et°eme nyní soustavu rovnic s multiplikátorem λ.

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y) = 0

Tedy

2x+ λ · (10x− 6y) = 0

2y + λ · (−6x+ 10y) = 0

5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0.

Z prvních dvou rovnic máme

x(5λ+ 1) = 3λy

y(5λ+ 1) = 3λx

Vylou£íme moºnost λ = 0, protoºe pak by byl °e²ením bod (0, 0), který
nespl¬uje vazební podmínku. Analogicky vylou£íme moºnost (5λ+1) = 0.

Uvaºujeme-li x = 0, tak op¥t vyjde °e²ení (0, 0). Analogicky pro y = 0.

M·ºeme tedy ob¥ rovnice vynásobit postupn¥ y a x. Dostaneme

yx(5λ+ 1) = 3λy2

xy(5λ+ 1) = 3λx2

Tedy y = ±x.

Dosazením do vazební podmínky získáme pro y = x

5x2 − 6x2 + 5x2 − 4 = 0

a pro y = −x
5x2 + 6x2 + 5x2 − 4 = 0

tedy máme podez°elé body [1, 1], [−1,−1], [12 ,−
1
2 ] a [−1

2 ,
1
2 ].
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� Porovnáme hodnoty ve funk£ních bodech:

f(1, 1) = 2

f(−1,−1) = 2

f(
1

2
,−1

2
) =

1

2

f(−1

2
,
1

2
) =

1

2

Tedy funkce nabývá minima v bodech [12 ,−
1
2 ] a [−1

2 ,
1
2 ] s hodnotou

1
2 a maxima

v bodech [1, 1], [−1,−1] s hodnotou 2.

Zkou²kové p°íklady

Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/vyuka.php

2. Najd¥te globální extrémy funkcí na mnoºin¥ M

(a) f(x, y, z) = xy + yz, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 1}
(b) f(x, y, z) = z + exy, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 = z2}
(c) f(x, y, z) = x2 + 2xz + y2 + z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x = y2 + z2}

3. Najd¥te globální extrémy funkcí na mnoºin¥ M

(a) f(x, y) = x4y, M = {[x, y] ∈ R2 : x4 + y4 ≤ 16, x ≥ −1}
(b) f(x, y) = 2x+ 4y, M = {[x, y] ∈ R2 : 4

√
x+ 4

√
y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

(c) f(x, y, z) = e−z2(x2 + y2 + xy), M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 = 1, |z| ≤ 1}
(d) f(x, y) = (x2 + 7y2)e−(2x2+y2), M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + 4y2 ≤ 1}

4. Ur£ete maximální moºný objem kvádru, jehoº hrany jsou rovnob¥ºné se sou°adnými
osami, jeden jeho vrchol leºí v po£átku a diagonáln¥ protilehlý vrchol leºí v mnoºin¥
M = {[x, y, z], x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, 4x+ 2y + z = 2.}
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Bonusové p°íklady

5. Farmá° a fa°má°ka mají 100 m pletiva a rádi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby m¥l
co nejv¥t²í plochu. Trvají na tom, ºe pozemek bude mít tvar obdélníku. Jeºto je u °eky,
sta£í jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadání za pomoci Lagrangeových multiplikátor·?

(a) f(x, y) = xy, g(x, y) = 2x+ y − 100

(b) f(x, y) = 2x+ 2y − 100, g(x, y) = xy

(c) f(x, y) = xy, g(x, y) = x+ y − 100

(d) f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy − 100

Figure 5: https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-worst-episodes-imdb/

�e²ení: (a)

6. Ve kterém z bod· A, B, C, D se nachází
minimum funkce f(x, y) = y vzhledem ke
k°ivce na obrázku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml

�e²ení: A
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