9. cviceni — Vice implicitnich funkei
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1. Jsou dany vztahy
e"/® cos(v/y) =

e/ sin(v/y) =

Sl= Sl

Dokazte, ze vztahy definuji na okoli bodu [1,1,0, 7] funkce u(z,y) a v(z,y) tiidy C°.

Svpoététe parcidlni derivace g—g a %.
ResSeni: Piiklad i s feSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/anal

yza.pdf
e Uvazujme F : R?>*2 R F: (Fy, %), kde

SR

X
Fl(x’ Y, u, U) = eu/x COS(U/y) S

V2
F2(x7 Yy, u, U) = eu/x sin(v/y) - i

V2

Pak F € C*((0,00) x (0,00) x R x R).
Dale F(1,1,0,%) = [0,0].

Sestavme matici:

% % %e“/xcos(v/y) —% u/% sin(v/y)
G \Gelrsinofy) el eos(ufy)

V bodé (1, 1,0, §) dostdvame determinant

11
vz V2
L, =
Vv V2

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,1) a okoli V' bodu
(0,7%) takové, Ze pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (u,v) = ¢(z,y) € V
spliujici F(z,y,u,v) = 0. Oznadime-li slozky ¢ jako u(z,y) a v(x,y), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :

e"/® cos(v/y) = %
e/ sin(v/y) = %
Dostavame
ufa Ua® = U 4 oen/T(_ g .-t g
e 2 cos(v/y) + e“*( sm(v/y))yvx 7

pu/x U™ — U

1
2 sin(v/y) + e¥/* cos(v/y);vz =0
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Dosadime z = 1, y = 1, u(1,1) = 0, v(1,1) = §. Méame

1 1 1
UI(L 1)72 - 71}:1:(1’ 1) = =

S
-5
&

1
ug (1, 1)5 + va(l, 1)=0.

Odtud )
$171:77

u(1,1) = 5

1

H(1,1) = —=.

val1,1) =~

2. Ukazte, 7e existuji funkce u(z,y) a v(x,y) definované na néjakém okoli U bodu [1,2],

které jsou na U tidiy C!, spliwji u(1,2) = 0, v(1,2) = 0 a plati pro né rovnice

e 4 2uv =1
U

1+o

uU—v

ye - = 2.

Spoctéte u'(1,2) a v'(1,2).
Regeni: Piiklad i s feSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/anal
yza.pdf

e Uvazujme F : R?>T2 5 R2 F: (Fy, ), kde

Fi(z,y,u,v) = xe" " + 2uv — 1

FQ(x7y7u7’U) - yeu_v - 1 :LiL_ v — 2.

Pak F € C*(R x R x R x (—1,00)).
Dale F(1,2,0,0) = [0,0].
Sestavme matici:

% % xe TV 4 2u etV + 2u

o ok | \ve' U — o e
V bodé (1,2,0,0) dostavame determinant

=-3#0.
1 -2 7

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,2) a okoli V' bodu
(0,0) takové, 7e pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (u,v) = ¢(z,y) € V
spliwujici F(z,y,u,v) = 0. Oznaime-li slozky ¢ jako u(z,y) a v(x,y), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :

et 4 2y =1
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Dostavame
e 4+ 2e" T (uy + vg) + 2upv + 2uvy =0
_ 1
yu " (uy — vg) — m(ux(l +v) —uv,) =2

Dosadime x = 1, y = 2, u(1,2) =0, v(1,2) = 0. Mame
Uy + Vg = —1

Uy — 20 = 2

Odtud
ug(1,2) =0,

02(1,2) = —1.

e Zderivujme podle proménné y rovnice :

etV 4 2y =1

Dostavame

ze" T (uy + vy) + 2uyv + 2uvy = 0

“(uy —vy) — (1_:1])2(%(1 +v) —uvy) =0

u—v

e + yu

u—

Dosadime z =1, y = 2, u(1,2) = 0, v(1,2) = 0. Mame

Uy + vy =0
Uy — 20y = —1
Odtud )
Uy(1,2) = —57

1

Uy(172) = g

e Tedy u/(1,2) = (0,—1), v'(1,2) = (-1, 3).

3. Dokazte, ze existuji funkce z(z,y) a t(x,y), které jsou t¥idy C'*° na néjakém okoli U
obsahujicim [1, —1] a spliwuji rovnice

1
x2+y2—§z2—t3:0

r+y+z—t—-2=0,

spolu se vztahy z(1,—1) =2 a t(1,—1) = 0.

Spoctéte (1, —1).

Regeni: Piiklad i s feSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/anal
yza.pdf
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e Uvazujme F : R?>™2 5 R2 F: (Fy, Fy), kde

1
Fi(z,y,2z,t) =2 +y° — 522 — 3

Fz(m,y,z,t)=x+y+z—t—2,

Pak I € C™(RY).
Déle F(1,-1,2,0) = [0,0].
Sestavme matici:

oOF, OF,
B9z ot —z —3t2
o, om |\ 1 -1
0z ot

V bodé (1,—1,2,0) dostavame determinant

1 -1

0
‘:2#&

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,—1) a okoli V' bodu
(2,0) takové, ze pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (z,t) = p(z,y) € V
spliwjici F(x,y,z,t) = 0. Oznalime-li slozky ¢ jako z(z,y) a t(x,y), dostavame
funkce t¥idy C*° na U.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :
2 2 1, 3
z+y+z—1t—-2=0,

Dostavame
20 — 22y — 3%, =0
142, —t, =0

Dosadime x =1, y = —1, z(1,—1) = 2, t(1,—1) = 0. Mame

—22, = —2
Zg —ty = —1
Odtud
Zx(lv _1) =1,
te(1,—-1)=2.

e Zderivujme podle proménné y rovnice :

1 .
m2+y2—§z2—t320

r+y+z—t—2=0,

Dostavame
2y — zzy — 3t2ty =0

1+2zy—t, =0
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Dosadime x =1, y = —1, z(1,—1) = 2, t(1,—1) = 0. Mame

—22zy =12
Z2y —ty = —1
Odtud
zy(l, -1)=-1,
ty(l, -1)=0.

e Rovnice zderivujeme jesté jednou. Dostavame

2 - (Z;L‘)2 — RZgx — 6t(t96)2 - 3t2tﬂ?$ =0,

Zgg — tpx = 07
2 — (2y)% — 22y — 6t(t,)* — 3t*t,, =0,
Zyy — tyy =0,
— 2y 2y — 22gy — Gttty — 3ty =0
Zgy — tzy = 0,

Dosadime a ziskidme

a1, 1) = 5
Zyy(1, —1) :%
a1, 1) = 5
tea(1, —1) =%
tyy(la—l) :é
(1, —1) :%

o ZA&vér: 1 1
2"(1,=1)(h1, he) = §h% + hiho + §h%

4. Ukazte, Ze rovnice
r=u-+ v?
y = u? — o
definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(z, y), v(x, y) t¥idy C°, které spliwji u(3,3) =
2, v(3,3) = 1. Spocltéte z,y(3,3), pokud z = 2uv.
Regeni: Pifklad i s feSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/anal
yza.pdf

e Uvazujme F : R?>*2 R F: (F|, %), kde

Fl(xay7u7v) :$:U+1)2

FQ(I’,y,U,’U) :y:u2_v3
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Pak F € C™(RY).
Dale F(3,3,2,1) = [0,0].

Sestavme matici:

OF,  0F

ou ov -1 —2v
or, 0F |\ 2y 302
ou ov 3

V bodé (3,3,2,1) dostavame determinant

2 110
4 3| '

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (3,3) a okoli V' bodu
(2,1) takové, 7e pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (u,v) = ¢(z,y) € V
spliwjici F(z,y,u,v) = 0. Oznadime-li slozky ¢ jako u(z,y) a v(z,y), dostavame
funkce t¥idy C*° na U.

e Plati

Zay = 2(UgyV + UpVy + UyUy + UVLy)

Odtud plyne, které derivace funkci v a v potfebujeme dopoditat.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :

x:u+v2

y=u?— o

Dostavame
Ug + 200, =1

2uty, — 3v2vx =0
e Zderivujme podle proménné y:
Uy + 200, =0

2uuy — 3v2vy =1

Dosadime x = 3, y = 3, u(3,3) = 2, v(3,3) = 1. Mame

Odtud 3
U:c(373) = ﬁu
w3 =
uy(3,8) = =
vy(3,3) = %11’

e Jesté jednou zderivujme:

Ugy + 200y + 200y, = 0

2Ugzly + 2Ulyy — 6VVLVy — 31)2ny =0
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Po dosazeni vyjde

224
'U/yx(?), 3) = F,
68
Uyz(3,3) = —F
e Ze zaménnosti parcialnich derivaci mizeme dosadit a ziskame
26
ny(3, 3) = ﬁ
5. Spoctéte x,, Yy a 2y, pokud
u=a’+y°

v=2x%— 2:cy2,
z =In(y? — 2?)
vbodé u=5v=-72(5-7)=1ay(5 -7 =2
(Rada: Prve Feste prvni dvé rovnice pomoci Véty o implicitnich funkcich, z, pak vyjadiete
fetizkovym pravidlem.)
Regeni: Piiklad i s feSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ bouchala/
Vyuka/
e Budeme prve pracovat jen s prvnimi dvéma rovnicemi.
Uvazujme F : R?*2 » R2 F : (F1, Fy), kde
2 y27
FQ(fE,%Uﬂ)) =v - 562 + 256y2,

F1($7y>uvv) =u—-

Pak I € C*(RY).
Dale F(1,2,5,—7) = [0,0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):

% 88721 —2z —2y
om, oF |\ _ 2
%2 87/2 2z + 2y°  Axy

V bodé (1,2,5,—7) dostavame determinant

-2 -4
6

=8 £0.

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (5,—7) a okoli V' bodu
(1,2) takové, ze pro kazdé (u,v) € U existuje pravé jedno (z,y) = ¢(u,v) € V
spliujici F(z,y,u,v) = 0. Oznadime-li slozky ¢ jako z(u,v) a y(u,v), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné v rovnice :

u=a®+y’,

v=2a%— 2;Uy2,
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Dostavame
22z, + 2yy, =0

201, — 2wyy? — dzyy, = 1
Dosadime u =5, v = -7, (5, -7) =1, y(5, —7) = 2. Mame

22, + 4y, =0
—6x, — 8y, =1

Odtud )
JIU(5, —7) = —5
1
v 57 —7) =~
y(5,-7) =

e Derivaci funkce z ziskdme z Fetizkového pravidla (protoze funkce y a x jsou C*,
tak jsou splnény podminky fetizkového pravidla). Mame

z =In(y? — 2?)

Tedy
—2z 2y
2y = y2 — IEva + y2 _ :Eva
Po dosazeni 5
ZU(57 _7) = g

Zkouskové priklady

6. Ukazte, ze vztahy
u = In(zy) + cosv

v=e"""—y? —u

definuji na jistém okoli bodu [z, y,u,v] = [1,1, 1, 0] hladké funkce x,y proménnych u,v
takové, ze x(1,0) = 1 a y(1,0) = 1. Rozhodnéte, zda existuje totalni diferencial funkce
y(u,v) v bodé [1,0] a pokud ano, naleznéte jej.

ResSeni:

e Uvazujme F : R?*2 5 R2 F: (F|, %), kde

Fi(z,y,u,v) = In(xy) 4+ cosv — u

r—u

F2($,y,U,U):€ —y2—2’U

Pak F € C*((0,00) x (0,00) x R x R).
Dale F(1,1,1,0) = [0,0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):

or,  oF 1 1
ox oy T y
0Fy O0Fy N T—u
Oz dy e —2y
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V bodé (1,1, 1,0) dostavame determinant

1 1

=-240.
1 -1 7

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,0) a okoli V' bodu
(1,1) takove, ze pro kazdé (u,v) € U existuje pravé jedno (z,y) = ¢(u,v) € V
spliwjici F'(z,y,u,v) = 0. Oznaéime-li slozky ¢ jako z(u,v) a y(u,v), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné v rovnice :

u = In(zy) + cosv

v=e"""—y? — v

Dostavame ]
—(Tpy + yYpxr) —sinv =0

Ty
e ay—0) —2yy, —1=1
Dosadime u =1, v =0, z(1,0) =1, y(1,0) = 1. Mame

Ty + Yo =0
Ty —2Ypy—1=1
Odtud 5
2o(1,1) = 3
w(l,1) = —g

e Zderivujme podle proménné u rovnice :

u = In(zy) + cosv

’L)Zex_u*yZ*’U

Dostavame 1
7(33uy +yur) =1
ry

e @y —1) = 2yyu =0
Dosadime u =1, v =0, 2(1,0) =1, y(1,0) = 1. Mame
Ty +yu =1
Ty —1—2y,=0

Odtud
ru(1,1) =1

yu<17 1) =0
e 7 véty o implicitnich funkcich mame, ze y(u,v) je t¥idy C*° - tedy ma spojité 1.

parcialni derivace a tedy ma totalni diferencial tvaru:

2
y,(l, 1)(h1, h2) =0- hl - §h2
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7. Ukazte, ze vztahy
u = In(z? 4+ y?) — 2zy

C Teingy 4
v=e smy+ 5
x

definuji na jistém okoli bodu [z,y,u,v] = [1,0,0,1] hladké funkce =,y proménnych
u,v takove, ze x(0,1) = 1 a y(0,1) = 0. Necht navic je z funkce proménnych z a y
definovana na okoli bodu [z,y] = [1,0] pfedpisem z(z,y) = arctan (%) a necht ® je
funkce proménnych v a v definovana na okoli bodu [u,v] = [0, 1] pFedpisem ®(u,v) =
z(x(u,v),y(u,v)). Spottéte 2—3(0, 1).

ReSeni:

e Uvazujme F : R?>*2  R? F: (F|, %), kde
Fl(zay7uav) = 111(:1,‘2 + y2) - 21‘3/ —u
1
F: = e”si —5 =
p(z,y,u,v) = e"siny + i
Pak F € C*(B1(1,0,0,1)).
2

Dale F(1,0,0,1) = [0,0)].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):

on O0F 2 2y

9z dy 24y 2y 24y 2z
oF, oF | : 2

e oy esiny — X e’ cosy

V bodé (1,0,0,1) dostavame determinant

2 =2

=2e+4#0.
-2 e

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (0,1) a okoli V' bodu
(1,0) takové, ze pro kazdé (u,v) € U existuje pravé jedno (z,y) = p(u,v) € V
spliujici F(z,y,u,v) = 0. Oznaime-li slozky ¢ jako z(u,v) a y(u,v), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné u rovnice :

u = In(zy) + cosv
v=e"""—y?
Dostavame

W(Qxxu + 2yyy) — 224y — 22y, = 1
23

Dosadime u =0, v =1, z(0,1) =1, y(0,1) = 0. Mame

e’xysiny + e* cosyyy, + —x, =0

2x, — 2y, =1
€Yy — 2x, =0
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Odtud
e

2e — 4
1

e—2

e Derivaci funkce ® dopoc¢teme z Fetizkového pravidla (protoze funkce z a y jsou C*°,
tak jsou splnény podminky Fetizkového pravidla).

24(0,1) =

yu(ov 1) -

1
(I)uziy-—ggju{-i.
Y xT x

Po dosazeni mame

®,(0,1) =

1
8. Necht T": (C([0,1]), psup) — R je zobrazeni definované jako T'(f) = / f(z)dz. Ukazte,
0
ze T je spojité.
Reseni: Zvolme funkci fo € C([0,1]). Zobrazeni T je pak spojité v bodé fo, jestlize

Ve>036 >0VfeC([0,1]), psup(f; fo) <6 :|T(f) —T(fo)l <e,

kde
1 1
1) =70 =| [ fe)de = [ o dal =| [ (@) = oo o
Zvolme ¢ > 0 a § = 3e. Zvolme f takovou, Ze SUPgeo,1 [ (2) — fo(z)] < 6.
Pak mame
IT(f) fo’—‘/ — fo(z))dx /!f — fo(z !d:r</6dx—5<z-:

Tedy T je spojité v fo.
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