7. cviceni — Retizkové pravidlo
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Vypoctéte derivace slozenych funkci
(a) %:um, kdeu =€ av=e"
ReSeni: Z fetizkového pravidla mame
of of ou Of Ov
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(b) z = uv?w3, kde u =sinz, v = —cosz a w = €*
Regeni: 7 Fetizkového pravidla mame
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Dosadime

0 3 .
—f = v2w? - cosz + 2uvw?® - sinz + 3uv w? - °
ox

2 3

= cos” ze”* cos x + 2sin x(— cos x) 2 pe?

e sinx + 3sin z cos® re*Te

T

= €3z cos z(cos® x — 2sin® x + 3sin x cos )

(¢) z=sinucosv, kde u = (z —y)? av =22 —y?
Regeni: 7 Fetizkového pravidla mame

of Of Ou Of Ov

P T T T

of _0f ou, 0f o

dy Ou 0Oy Ov 0Oy

Tedy musime nejprve spocitat
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a—f = —sinwusinv
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e 2(z —y)
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87],‘ = 237
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Dosadime
% = cosucosv - 2(x —y) —sinusinv - 2z
= cos(x — y)2 cos(a:2 — y2) -2(x —y) — sin(x — y)2 sin(x2 — y2) -2z
a
of . .
o = cosucosv - (—2(z —y)) — sinusinv - (—2y)

2 2

= — cos(z — y)? cos(z? — y?) - 2(x — y) + sin(z — y)?sin(z? — 3?) - 2y

(d) w=y2—a% kdez =, y=In(r+2s+3t)az=1rs + ¢
Regeni: 7 Fetizkového pravidla mame

of Of ox Of 9y Of 0z
o 9z or 9y or 0z or
of Of Ox Of 9y Of 0z
s oz 0s 0y s 0z 0s
of Of ox  Of 9y Of 0z
o " or ot "oy ooz
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Tedy musime nejprve spocitat

of 2 of o of
oz o oy : 0z Y=
or ., or or .
o ¢ s 0 T
@_ 1 @_ 2 @_ 3
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= t) ——— + 21 2 3t)V t ——
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2(rs+1)
= 1 2 3t
rtos o T rloe(r 25 43Y)
of 9 _
2L 342 (et E ) ¥ 5
ot S e P TR LW
3 1
_ 3200t (gt . — 2 491 25 + 3t)Vrs +1 - ———
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2. Spoététe parcialni derivace g(z,y) = f(2? + y?).
Regeni: Uvazujme funkci f(u), kde u(z,y) = 2% + 3>
7 tetizkového pravidla méme

o9 _of ou_of
dr  Ou Oxr Ou
oy _0f ou_of
oy Ou Oy Ou

2z

2y

3. Necht f(x,y) = x? + 3y?. Uréete derivace f vzhledem k polarnim soufadnicim.
Polarni soufadnice: x = rcosc, y = rsina.
ReSeni: Z fetizkového pravidla mame
of of 0x Of 0Oy

— = — — = 2x-cosa + 6y - sina = 2r cos a cos & + 67 sin o sin o
or Ox Or Oy Or oy +
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of

da

of ox

Oor O«

of Oy _

oy Oa

2z - (—rsina) + 6y - rcos «

272 cos asin v + 672 sin v cos a = 4r? cos asin o

4. Necht f(z,y) = e~(@*+9*) | Uréete derivace f vzhledem k polarnim soufadnicim.
ReSeni: Z fetizkového pravidla mame

of _of Ox

or  Ox Or

2 2. .
= —e " 2rcos’a —e " 2rsin

of of ox

da  Oxr Oa

oy Or

Of 0y _ —@?)

0y O«

of 9y

— (@ +y?)

2

o= —2re”

2

2 . 2 .
=e " 2% cosasina — e " 2r? cosasina = 0

5. Ukazte, ze funkce F(
F+4+ 2
4

Reseni: Uvazujme funkci f(u,v), kde u(z,y,z) =

T,y,2)

Pak dle fetizkového pravidla je

or y

dx 2

log
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+ 2 4y
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o af 1  of
OF _ wy . (Of u_0f v
0z 22 cgrT ou 0z Ov 0Oz
_ vy of ., 9f 1
= ZQlogx—i-x(au 0+8v .
Dosadime do zadaného vztahu:
ﬁlogac—i-@—i—acf(u,v)—ya—f—za—f + %logx—i-yg
z z ou ov z ou

:ﬂlogaz—i—ﬁ—i—arf(u,fu):F—l—ﬁ
z z z

. Necht g(x,y) = f(x + y,z — y), spoltéte %{é’y v bodé (a,b).

af v

v Or

—2x)-cosa+ e ) (— Y) - sino
92 (*+v*) (_9 ;

(=2z) - (—rsina) + e_(””2+y2)(—2y) T Cos

inz+af (£,2) vyhovuje vztahu w%—f + y%—z + z%—}; =

av(r,y,z) ==

)

) + (—mylogac—i-z
z

Reseni: Uvazujme funkci f(u,v), kde u(z,y) =z + v, v(z,y) = = — y.
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7 tetizkového pravidla méme

g _0f ou 9f ov_of of

-~ _ 2 == =L (=),
dy Ou 8y+8v oy Ou +81} (=1)

&9 _ 0 (of of
0xdy  Ox \Ou v

Pak

Oznacime-li funkce h(u,v) = % a j(u,v) = 2L mame z Fetizkového pravidla

- ov?

8m8y_%.%+8v Oz %.8:1:—’_61} or
:%.Hah-l—(a] 1+a]-1)

9’9 Oh Ou Oh Ov <8j ou 0j 81})

ou ov ou ov
LB
Oudu  Ovdu  Oudv  Ovdv

Protoze jsou splnény predpoklady, tak mame zadménné 2. smiSené parcialni derivace.

Tedy
99  O*f 0% f

0xdy  Oudu ~ Hudv
V konkrétnim bodé (a, b) pak plati

0% f
Ovdv

0%g 0% f
(a’ b) =
0xdy oudu

(a+b,a—10b)—

(a +b,a —b)

7. Ukazte, 7e funkce F(x,y) = x f(z+y)+yg(x+y) vyhovuje rovnici 6 F 286;5;

Reseni: Uvazujme funkce f(u) a g(u), kde u(z,y) = x + v. Dale oznadme
89 = ¢'. 7 Yetizkového pravidla je

aF ou
=f4+af- fﬂ/g p =f+af +yg
T
. OF P P
or g ou A Y /
8y_$f ay+9+yg By rf +g9+yg
Analogicky pak
*F
axQZf/—i-f/-i-me-i-ng
?F
83/2 :‘Tf”+g/+g/+yg"
O*F
axay — fl+l,f/l+g/+ygl/

Po dosazeni do rovnice je

f/+f/+xfll+ygll—2(f/+$f//+g/+yg”)+xf//+g/+g/+yg”
=0

2
+95 =0
of _
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8. Vyraz x55 + Y a0

92f 2 f

Reseni: Aplikujeme fetizkové pravidlo
Of _OF ou OF Oy _OF (
ov Or Ov \ a2

y OF vy

or  Ou Ox

f 9 (9
7= 5 (0 ()

_2y8F y<82F y)

S T3 ov 22 \ Ovdv 2

2
g 2)-

x2 Ov  z2

_CLOF y (O°F  O°F 1
22 9v a2 \ Qudv ovov =z
Dosadime
L O Gy OF y (OPF y N (10F
Ox2 y@yax B 3 0v 22 \ovdv a2 Y\ 2 o
_YyOoF y &F
220 a2 Qudv

Z piedpisi pro u a v navic madme z = ¢/, y = u.

Dohromady
y OF

x2 0v 22 Oudv

.2 O*F
oudv

y? O°F _v28F
u Qv

. Necht F = (Fy, F») : R® — R? je zobrazeni definované piedpisem

F(x,y,2) = ((x +1)*(y + 1)(2 + 2),sinz cos(2y + 2)).

Ly OF (PP ou
T3 v 22 \Oudv  Ox

—10F y 0*F Ou n v
oudv Oy Ovdv Oy

pretransformujte pro funkci F(u,v) = f(z,y), kdeu =y av =y/z.

O*F 81})

ovov Oz

O*F 81})

Y

2

PF 1
ovov =z

O*F )
oudv

Zobrazeni G : R? — R? m4 v bodé [2,0] derivaci representovanou matici

2 1
0 -1
1 0

(a) Dokazte, ze v bodé [0, 0, 0] existuje derivace zobrazeni G o F' a spo¢téte jeji repre-

sentujici matici.

(b) Spoctéte derivaci funkce Fy v bodé [0,0,0] podle vektoru (1,2,0).

Resent:

a) Nejdifve najdeme reprezentujici matici funkce F. Pro (z, vy, 2z) € R3 je
(a) Nej j D j Y5 j

OF OF
8—Il:2(:(:+1)(y+1)(z+2) —yl:(x+1)2(z+2)
%};2 = cosz cos(2y + z) %};2 = sinz(—2sin(2y + 2))

OF
0z
OF,
0z

=(z+1*(y+1)

= sinz(—sin(2y + 2))

Vsechny parcialni derivace jsou spojité na R3, tedy existuje derivace zobrazeni F.
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V bodé [0, 0, 0] pak je representovana matici

4 21
1 00

Obé zobrazen{ maji derivaci, tedy ji ma i zobrazeni G(F). Matici zobrazeni G(F')

pak ziskdme jako
1 9
4 2 1
-1 - =1 -1
100
0 4

b) V éechny parcialni derivace funkce F1 jsou Spo lté, tedy existuje derivace F1 . SpeCIéJDé
pPro derivaci funkce Fl v bodé [0, 0, 0] mame

(4,2,1)
Pro derivaci ve sméru pak plati
D1,2,0)F1(0,0,0) = (4,2,1) - (1,2,0) =4 +4+0=8.

10. Necht F = (Fy, Fy, F3, F)) : R? — R je zobrazeni definované piedpisem

z
F(z,y) = (arctan(ac +2y),x + v, (:132 + y2) T L_ 7k yex> .

(a) Ukazte, ze v bodé (—1, 1) existuje derivace funkce F' a spoCtéte jeji reprezentujici

matici.
(b) Spoctéte %(0,0), pokud existuje.
Regeni:
(a) Uvazujme (z,y) € B((—1,1),3). Pak plati [z| = —z, y| = y.
Zderivujeme
oF 1 OF, 2
or 1+ (z+2y)? oy 1+ (x+2y)?
OF:
o 9B _
Ox oy
OFsy  —3x —y? OFy o —ay(y +2)
or  1+y oy (1+y)?
OFy . OF, -

— = -

or Y dy
Vgechny parcialni derivace jsou v bodé (—1, 1) spojité, tedy existuje derivace funkce
F. Jeji representujici matice pak je

1
5 1
1 1
1
-2 3
et et
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(b) Spocteme z definice.

|0+t

OF ((0+1)* +0%) 5o — 0 2|t

73(0,0) = lim L I Y MY
oz t—0 t t—0 t—0
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