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Teorie

De�nice 1. Parciální derivací funkce f v bod¥ a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn podle prom¥nné xi
de�nujeme jako limitu

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a1, a2, . . . , ai + t, . . . , an)− f(a1, a2, . . . , ai, . . . , an)

t
.

De�nice 2. Derivace (totální diferenciál)

Nech´ je dána reálná funkce n-prom¥nných f : Rn → R, de�novaná na n¥jakém okolí bodu
a ∈ Rn. Pokud existuje lineární zobrazení L : Rn → R takové, ºe

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)

∥h∥
= 0,

potom toto lineární zobrazení L zna£íme df(a) nebo také f ′(a) a nazýváme jej derivací nebo
také totálním diferenciálem funkce f v bod¥ a. Zobrazení, které bodu a p°i°azuje df(a),
resp. f ′(a), zna£íme df , resp. f ′ a nazýváme jej diferenciálem funkce f .

V¥ta 3. Nech´ funkce f : Rn → R má totální diferenciál df(a) v bod¥ a. Potom df(a) je
lineární zobrazení, které vektoru h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn p°i°azuje £íslo df(a)(h) a platí, ºe

df(a)(h) =
n∑

i=1

∂f(a)

∂xi
hi.

V¥ta 4. Nech´ f : Rn → R je reálná funkce, jejíº v²echny parciální derivace jsou spojité v
bod¥ a. Potom funkce f má v bod¥ a totální diferenciál ur£ený p°edpisem

df(a) =

n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
dxi.

Hinty

2|xy| ≤ x2 + y2, ±2xy ≤ x2 + y2

max{|x|, |y|} ≤
√
x2 + y2 ≤

√
2max{|x|, |y|}

1√
2
(|x|+ |y|) ≤

√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y|

|a|3 + |b|3 ≤ (|a|+ |b|)(|a|2 + |b|2)

Algoritmus - Totální diferenciál f(x, y)

1. Ur£íme de�ni£ní obor f(x, y).

2. Pokud je to pot°eba, spojit¥ dode�nujeme funkci f(x, y). (Sta£í dode�novat nap°.
dvojnásobnou limitou, p°ípadnou spojitost dá existence tot. diferenciálu.)
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3. Spo£teme parciální derivace mechanicky nebo podle de�nice (jako minule) v²ude, kde
to jde (nebo v bod¥, na který jsme tázáni).

4. Spo£teme totální diferenciál.

(a) Jestliºe má funkce v daném bod¥ spojité parciální derivace, pak je totální diferenciál
dán p°edpisem z V¥ty 4.

(b) Jestliºe funkce má parciální derivace (ale nejsou spojité nebo nevíme, zda jsou
spojité), dopo£ítáme totální diferenciál z de�nice - kandidátem jsou pak parciální
derivace.

(c) Jestliºe funkce n¥kde není spojitá nebo dokonce de�novaná, totální diferenciál tam
funkce nemá.

(d) Jestliºe parciální derivace v n¥jakém bod¥ neexistují nebo nejsou vlastní, totální
diferenciál tam funkce nemá.

P°íklady

1. Ur£ete de�ni£ní obor, parciální derivace a totální diferenciál následujících funkcí

(a) x2 − 2xy − 3y2 (b) arctan
x− y

x+ y
(c) xy log(x+ y)

2. Ur£ete parciální derivace a tot. diferenciál v bod¥ (0, 0):

(a)P |y| sinx
(b)^ cos 3

√
xy

(c)♡
√

|x|3 + |y|3

(d)9 3
√
xy

(e)Q f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

3.W Dode�nujte funkci f(x, y) = x3y
x2+y2

tak, aby m¥la totální diferenciál ve v²ech bodech a
spo£t¥te ho.

4.N Dode�nujte funkci f(x, y) = xy√
x2+y2

tak, aby m¥la totální diferenciál ve v²ech bodech

a spo£t¥te ho.

5.R Lze dode�novat funkci f(x, y) = x+y
x2+y2

ln(1 + xy) na n¥jakém okolí po£átku tak, aby v
n¥m m¥la totální diferenciál?

6. Ov¥°te z de�nice totální diferenciál funkce x2 + y2 v bod¥ [x0, y0].

(2a)2|xy|≤x2+y2

(2b)Limituprototálnídiferenciálbudemepo£ítatzvlá²´proosyh1ah2azvlá²´prozbytekde�ni£níhooboru.
Kdyºlimityvzhledemkt¥mtomnoºinámvyjdouv²echnystejn¥,existujeicelkoválimita.
(2c)√|h1|3+|h2|3≤√(|h1|+|h2|)(|h1|2+|h2|2)
(2d)limitypop°ímceh1=0,h1=h2

(2e)omezenáamizející
(3)2|xy|≤x2+y2

(4)limitypop°ímceh2=0,h1=h2

(5)limitapop°ímceh1=h2
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