5. cviceni — Metrické prostory

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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Definice 1. Meltrickym prostorem budeme rozumét dvojici (X, p), kde X je mnoZina, p :

X x X — [0,00) je funkce spliujici

(1) Vo,y € X @ p(z,y) =0z =y,

(2) Y,y € X = pla,y) = ply, ©),

(3) Va,y,z € X+ plz,2) < p(2,y) + p(y, 2)-
Funkci p nazyvame metrika na X.

Poznamka 2. MnoZinu R” uvazujeme s metrikami

n
poo(@,y) = max |zi—yil, pi(x,y) =D |wi—yil, palw,y) =
i=1,...,n =1

Uloha 3. Urcete, zda jsou nasledujici objekty metrickym prostorem:
1. Na prostoru C([0, 2]) spojitych funkcich na [0, 2] uvazujme
p(f:9) = 1f(1) —gQ)l.

Regeni: Nesplituje 1. podminku, funkce f =z a g =
nejsou totozné. Tzv. pseudometrika.
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2. Na R uvazujme

Ty, T2Y,
plx,y) =
1, r <y.

Regeni: Nesplituje symetrii. Tzv. kvazimetrika.

n
Z lz; —yi|?, x,y € R™
i=1

maji nulovou vzdalenost, ale

3. Prostor R? s funkci p(x,z) = 0, p(x,y) = p2(x,70) + p2(z0,y), = # y, kde x¢ znadi
pocatek (0,0) a py zna¢i eukleidovskou metriku v R?. P#i méfeni vzdalenosti dvou

rtiznych bodt musime vzdy projit pocatkem.
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Regeni: Ano, jedna se o metriku.

4. Taxi: Vzdélenost dvou mist v Praze méiime jako nejkratsi moznou drahu ujetou autem.
ReSeni: Neni symetricka - kvili jednosmérkam.

Definice 4. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X, A # 0, a xz € X. Vzddlenosti bodu x
od mnoziny A rozumime &islo

p(z, A) = inf{p(z,y); y € A}.
Uloha 5. Na R? najdéte vzdalenost bodu P = [0,1] od p¥imky y = —2 v metrice
L. p 2. p2 3. Poo
Reseni:

Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metricke-pro
story-pro-obrazovku.pdf?so=nx
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Uloha 6. V prostoru C([0, 1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(fr9) = sup |f(x) —g(z)|.
z€[0,1]

Najdéte nejmensi vzdélenost funkce f(z) = x od podprostoru tvofeného konstantnimi
funkcemi.
ReSeni: Uvazujme konstantni funkci g(x) = k. Pak

poc(frg) = sup |z — k.
z€[0,1]

Nejmensf hodnoty dosahneme pro k = %, pak p(f, g) = 3.

Hejblatko v geogebfe: https://www.geogebra.org/calculator/veyfkghz
Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Poznamka 7. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vSech realnych posloupnosti {x,}, pro néz
fada Y > |z,|P konverguje. Pak definujeme metriku

o] 1/p
pplT,y) = (Z |0 — yn|p> :
n=0

Poznamka 8. Uvazujme mnozinu vSech omezenych redlnych posloupnosti {z,} Pak defin-
ujeme metriku

Poo(xvy) = sup |$n - yn‘

neN
Uloha 9. Urcete vzdalenost posloupnosti z = {1,2, 3%, 4%, ey #, ...} od mnoziny M = {z =
{zn}02 ) 1 1 = 22} v prostorech
1. Iy 2. Iy 3. I

Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
ResSeni:

1. Uvazujme posloupnost y = {y1,y1,¥y3,y4...}. Pak

o0
pr(x,y) =Y o0 = yal-
n=0

Tato pi(x,y) bude nejmensi v situaci, kdy x,, = y,, pro n > 3. Pak
pr(z,y) = lz1 =yl + w2 — 92| + 0+ 0+ = [1 —y1| +[2 = y1].

Tedy hleddme minimum funkce f(y1) = |1 — y1]| + |2 — y1|. Z grafu ziskdme minimum
(napf.) v bodé y; = 1 a hodnotu p1(z,y) =1 -1 +1]2—-1] = 1.
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Tato p2(x,y) bude nejmensi v situaci, kdy x,, = y,, pro n > 3. Pak

pa(w,y) = V(w1 — 1) + (@2 +92)2 + 0+ 0+ - = /(1 —y1)2 + (2 — y1)2.
Tedy hleddme minimum funkce f(y1) = /(1 —y1)2 + (2 — y1)2. Sta&i najit minimum
funkee g(y1) = (1 —y1)* + (2 — y1)*.

Zderivovanim ziskéme minimum v bodé y1 = 3 a hodnotu pa(z,y) = \/(1 — 324+ (2-3)2=
1

75

3. Analogicky. Uvazujme posloupnost y = {y1,y1,¥3,v4...}. Pak
Poo(xay) = sup ’xn - yn|
Tato poo(x,y) bude nejmensi v situaci, kdy =, = y, pro n > 3. Pak

poo(T,y) = sup{|z1 — y1], |z2 — ¥2[,0,0, ... = max{[1 — y1[, |2 — y1]}.
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Tedy hledame minimum funkce f(y1) = |1 — 1|+ |2 — y1|. Minimum dostaneme v bodé
y1 = 3 a hodnotu poo(z,y) = 3. (Srovnejte s Ulohou 5.3)

2

Definice 10. Necht z € X, r > 0. Otevienou kouli rozumime mnoZinu

B(z,r) ={y € X;p(z,y) <7}

Uzavrenou kouli rozumime mnoZinu

B(z,r) ={y € X;p(z,y) <r}

Uloha 11. Naértnéte jednotkovou kouli v prostoru (R3, p1), (R2, p2), (R3, poo)-
Reseni:
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Uloha 12. Jak vypada koule v diskrétnim metrickém prostoru?
ResSeni: V diskrétn{ metrice zavisi koule na poloméru. Je-li r < 1, splyne koule se svym
stfedem: B(x,r) = {z}. Pro r > 1 se koule bude rovnat celému prostoru: B(z,r) = X.

Definice 13. Necht (X, p) je metricky prostor a {x, }°2 je posloupnost prvki X. Rekneme,
ze {xn}5° 1 konverguje ky € X v (X, p), jestlize plati limy, oo p(2pn,y) = 0. Prvek y nazyvame
limitou posloupnosti {x,}°°, v (X, p). Konvergentni posloupnosti v (X, p) rozumime kazdou
posloupnost prvki X, kterd ma limitu v (X, p).

Definice 14. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X. Rekneme, ze mnozina M je uzaviend
v X, jestlize plati: pro kazdou posloupnost {x,} v M, spliujici x,, — z pro néjaky prvek
x € X, pak plati: z € M.

Definice 15. Necht M C X, = € X. Rekneme, ze x € X je wnitinim bodem mnoZiny M,
jestlize existuje r > 0 splaujici B(x,r) C M.

Mnozina M C X se nazyva oteviend v (X, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

Poznamka 16. 1. Mnozina F' v metrickém prostoru (X, p) je uzaviena pravé tehdy, kdyz
X \ F je oteviena.

2. Mnozina G v metrickém prostoru (X, p) je oteviena pravé tehdy, kdyz X \ G je uzaviené.

Uloha 17. Urcete, zda je interval (0,1) oteviena ¢ uzaviend mnozin v metrickém prostoru
(X, p), jestlize

L. ‘z( = (0,1), p= p1,
Reseni: Oteviend i uzaviend, protoze cely prostor je vidy otevieny i uzavieny.

2. X = Rv p = p1,
Regeni: Oteviena.

3. X =10,1] s diskrétni metrikou,
ReSeni: Oteviend i uzaviend. Kazda podmnozina diskrétniho metrického prostoru je
otevfend i uzaviena.

4. X = (0,1)U(3,4), p = p1.
ReSeni: Oteviena i uzaviena. Oteviena - kazdému bodu lze opsat malou kouli, ktera
se vejde do intervalu (0,1). Uzavienda - Stadi ukazat, ze (3,4) je oteviena (to se ukaze
stejné). Doplnék pak musi byt uzaviena.

Definice 18. Necht M C X. Rekneme, 7e x je hraniénim bodem mmnozZiny M, pokud pro
kazdé r > 0 plati B(x,r) "M # 0 a B(x,r) N (P \ M) # 0. Mnozinu vSech hrani¢nich bodi
nazyvame hranice a znatime ji OM.

Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M = M U OM.

Uloha 19. Urcete, zda mnozina M je uzaviend, oteviend, co je jeji vnitiek, uzavér, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

1. M =(0,1)
Eaéeni: Oteviena. Int M = (0,1) (Int M znaci vnitiek/vSechny vnitini body M).
M =[0,1]. OM = {0, 1}.

Matematické analyza 3, 2024/25, Kristyna Kuncova 8



2. M =[0,1]
Reseni: Uzaviena. Int M = (0,1) M = [0,1]. 9M = {0,1}.
3. M = (0,1]
Regeni: Ani oteviena, ani uzaviena. Int M = (0,1) M = [0,1]. M = {0,1}.
4. M = (0,00)
Regeni: Oteviena. Int M = (0,00) M = [0,00). IM = {0}.
5 M =[0,00)

Reseni: Uzaviena. Int M = (0,00) M = [0,00). OM = {0}.

6. M = (—o0,00)
Reseni: Oteviend i uzaviena. Int M = (—o0,00) M = (—00,00). IM = {.

7. N

ReSeni: Uzaviena. Int M = 0. M =N. 9M = N.
8. Q

ReSeni: Ani uzaviena, ani oteviena. Int M = . M =R. M = R.
9. R

Regeni: Oteviend i uzaviena. Int M = R. M = R. OM = ().

Uloha 20. Uréete, zda je dand mnoZina uzaviend, uzaviena, najdéte hranici (v R2).

My
le M’l Jw_-l ,w_q
PN /‘\
¢ ) )
~__ S
[ d) e

al by

Reseni: MnozZina (a) je uzaviena, mnozina (b) otevfend, mnoziny (c-e) ani jedno.
Hranice: Pro (a-c) jde o kruznici. Pro (d) o dvé kruznice, pro (e) kruznice a bod.

OOC

Uloha 21. Rozhodnéte, zda plati (v obecném metrickém prostoru):

1. B(x,r) = B(x,r)
ReSeni: Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf
Plati B(x,r) C B(z,r).
Dukaz: Necht x € X, r > 0. Zvolme y € 0B(x,r). Pro spor pfedpokladejme, Ze

y & B(x,r). Tedy p(z,y) > r.
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Polozme s = p(x,y) —r > 0.
Pak pro kazdé z € B(y, s) plati

p(x,2) > p(z,y) — p(y,z) > p(z,y) —s=r.

Tedy z & B(z,r). Pak ale B(y,s) N B(z,r) = 0. CoZ je spor s definici hranice.

Opacné inkluze neplati. Uvazujme metricky prostor

R\ {1 <2? +4% <4}

Pak B(o,2) =

&l

(0,1) # B(0,2)
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2. ANB=ANB
Regeni: Nikoli. Napt. A = (0,1), B = (1,2). Pak ANB =0 = 0, ale ANB =

0, 1] [1,2] = {1} = {1}.
Uloha 22. Najdéte uzavéry grafi funkei v R?

1.
o) = { [s)l’n(l/xz?,: ; x>0

Reseni: Craf samotny sjednocen s aseckou {[0,y],y € [~1,1]}.
2. Dirichletova funkce
ReSeni: Osa z a piimka y = 1.

3. Riemannova funkce
Reseni: Graf sjednoceny s osou x.

Uloha 23. Najdéte netrivialni A C R, aby splitovala nasledujici

1. A=0A
Reseni: {1}
2. IntAD A
Reseni: Q. Plati B
mtQ=mntR=R 2 Q.

3. IntAg A
Reseni: [0,1). Plati
Int [0,1) = Int[0, 1] = (0,1) & [0,1).
4. IntAG A
Regeni: Q. Plati

mtQ=0=0¢Q.

5. IntAD A
Reseni: (0,42]. Plati

Int (0, 42] = (0,42) = [0,42] 2 (0,42).

6. IntA=A
Reseni: [-3,5]. Plati

Int[=3,5] = (—3,5) = [-3, 5]
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