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5. cvi£ení � Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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De�nice 1. Metrickým prostorem budeme rozum¥t dvojici (X, ρ), kde X je mnoºina, ρ :
X ×X → [0,∞) je funkce spl¬ující

(1) ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(2) ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = ρ(y, x),

(3) ∀x, y, z ∈ X : ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Funkci ρ nazýváme metrika na X.

Poznámka 2. Mnoºinu Rn uvaºujeme s metrikami

ρ∞(x, y) = max
i=1,...,n

|xi−yi|, ρ1(x, y) =

n∑
i=1

|xi−yi|, ρ2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2, x, y ∈ Rn.

Úloha 3. Ur£ete, zda jsou následující objekty metrickým prostorem:

1. Na prostoru C([0, 2]) spojitých funkcích na [0, 2] uvaºujme

ρ(f, g) = |f(1)− g(1)|.

�e²ení: Nespl¬uje 1. podmínku, funkce f = x a g = x2 mají nulovou vzdálenost, ale
nejsou totoºné. Tzv. pseudometrika.

2. Na R uvaºujme

ρ(x, y) =

{
x− y, x ≥ y,

1, x < y.

�e²ení: Nespl¬uje symetrii. Tzv. kvazimetrika.

3. Prostor R2 s funkcí ρ(x, x) = 0, ρ(x, y) = ρ2(x, x0) + ρ2(x0, y), x ̸= y, kde x0 zna£í
po£átek (0, 0) a ρ2 zna£í eukleidovskou metriku v R2. P°i m¥°ení vzdálenosti dvou
r·zných bod· musíme vºdy projít po£átkem.
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�e²ení: Ano, jedná se o metriku.

4. Taxi: Vzdálenost dvou míst v Praze m¥°íme jako nejkrat²í moºnou dráhu ujetou autem.
�e²ení: Není symetrická - kv·li jednosm¥rkám.

De�nice 4. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊂ X, A ̸= ∅, a x ∈ X. Vzdáleností bodu x
od mnoºiny A rozumíme £íslo

ρ(x,A) = inf{ρ(x, y); y ∈ A}.

Úloha 5. Na R2 najd¥te vzdálenost bodu P = [0, 1] od p°ímky y = −x v metrice

1. ρ1 2. ρ2 3. ρ∞

�e²ení:
Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metricke-pro

story-pro-obrazovku.pdf?so=nx
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Úloha 6. V prostoru C([0, 1]) uvaºujeme supremovou metriku

ρ∞(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|.

Najd¥te nejmen²í vzdálenost funkce f(x) = x od podprostoru tvo°eného konstantními
funkcemi.

�e²ení: Uvaºujme konstantní funkci g(x) = k. Pak

ρ∞(f, g) = sup
x∈[0,1]

|x− k|.

Nejmen²í hodnoty dosáhneme pro k = 1
2 , pak ρ∞(f, g) = 1

2 .
Hejblátko v geogeb°e: https://www.geogebra.org/calculator/veyfkghz
Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Poznámka 7. Nech´ p ∈ [1,∞) a lp je mnoºina v²ech reálných posloupností {xn}, pro n¥º
°ada

∑∞
n=0 |xn|p konverguje. Pak de�nujeme metriku

ρp(x, y) =

( ∞∑
n=0

|xn − yn|p
)1/p

.

Poznámka 8. Uvaºujme mnoºinu v²ech omezených reálných posloupností {xn} Pak de�n-
ujeme metriku

ρ∞(x, y) = sup
n∈N

|xn − yn|.

Úloha 9. Ur£ete vzdálenost posloupnosti x = {1, 2, 1
32
, 1
42
, . . . , 1

n2 , . . .} od mnoºiny M = {x =
{xn}∞n=1 : x1 = x2} v prostorech

1. l1 2. l2 3. l∞

Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
�e²ení:

1. Uvaºujme posloupnost y = {y1, y1, y3, y4 . . .}. Pak

ρ1(x, y) =
∞∑
n=0

|xn − yn|.

Tato ρ1(x, y) bude nejmen²í v situaci, kdy xn = yn pro n ≥ 3. Pak

ρ1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ 0 + 0 + · · · = |1− y1|+ |2− y1|.

Tedy hledáme minimum funkce f(y1) = |1 − y1| + |2 − y1|. Z grafu získáme minimum
(nap°.) v bod¥ y1 = 1 a hodnotu ρ1(x, y) = |1− 1|+ |2− 1| = 1.
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2. Analogicky. Uvaºujme posloupnost y = {y1, y1, y3, y4 . . .}. Pak

ρ2(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=0

(xn − yn)2.

Tato ρ2(x, y) bude nejmen²í v situaci, kdy xn = yn pro n ≥ 3. Pak

ρ2(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 + y2)2 + 0 + 0 + · · · =
√

(1− y1)2 + (2− y1)2.

Tedy hledáme minimum funkce f(y1) =
√
(1− y1)2 + (2− y1)2. Sta£í najít minimum

funkce g(y1) = (1− y1)
2 + (2− y1)

2.

Zderivováním získáme minimum v bod¥ y1 = 3
2 a hodnotu ρ2(x, y) =

√
(1− 3

2)
2 + (2− 3

2)
2 =

1√
2
.

3. Analogicky. Uvaºujme posloupnost y = {y1, y1, y3, y4 . . .}. Pak

ρ∞(x, y) = sup |xn − yn|.

Tato ρ∞(x, y) bude nejmen²í v situaci, kdy xn = yn pro n ≥ 3. Pak

ρ∞(x, y) = sup{|x1 − y1|, |x2 − y2|, 0, 0, . . . = max{|1− y1|, |2− y1|}.
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Tedy hledáme minimum funkce f(y1) = |1− y1|+ |2− y1|. Minimum dostaneme v bod¥
y1 =

3
2 a hodnotu ρ∞(x, y) = 1

2 . (Srovnejte s Úlohou 5.3)

2

De�nice 10. Nech´ x ∈ X, r > 0. Otev°enou koulí rozumíme mnoºinu

B(x, r) = {y ∈ X; ρ(x, y) < r}

Uzav°enou koulí rozumíme mnoºinu

B̄(x, r) = {y ∈ X; ρ(x, y) ≤ r}

Úloha 11. Na£rtn¥te jednotkovou kouli v prostoru (R3, ρ1), (R3, ρ2), (R3, ρ∞).
�e²ení:
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Úloha 12. Jak vypadá koule v diskrétním metrickém prostoru?
�e²ení: V diskrétní metrice závisí koule na polom¥ru. Je-li r ≤ 1, splyne koule se svým

st°edem: B(x, r) = {x}. Pro r > 1 se koule bude rovnat celému prostoru: B(x, r) = X.

De�nice 13. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor a {xn}∞n=1 je posloupnost prvk· X. �ekneme,
ºe {xn}∞n=1 konverguje k y ∈ X v (X, ρ), jestliºe platí limn→∞ ρ(xn, y) = 0. Prvek y nazýváme
limitou posloupnosti {xn}∞n=1 v (X, ρ). Konvergentní posloupností v (X, ρ) rozumíme kaºdou
posloupnost prvk· X, která má limitu v (X, ρ).

De�nice 14. Nech´ (X, ρ) je metrický prostor, M ⊂ X. �ekneme, ºe mnoºina M je uzav°ená
v X, jestliºe platí: pro kaºdou posloupnost {xn} v M , spl¬ující xn → x pro n¥jaký prvek
x ∈ X, pak platí: x ∈ M .

De�nice 15. Nech´ M ⊂ X, x ∈ X. �ekneme, ºe x ∈ X je vnit°ním bodem mnoºiny M ,
jestliºe existuje r > 0 spl¬ující B(x, r) ⊂ M .

Mnoºina M ⊂ X se nazývá otev°ená v (X, ρ), jestliºe kaºdý její bod je jejím vnit°ním
bodem.

Poznámka 16. 1. Mnoºina F v metrickém prostoru (X, ρ) je uzav°ená práv¥ tehdy, kdyº
X \ F je otev°ená.

2. Mnoºina G v metrickém prostoru (X, ρ) je otev°ená práv¥ tehdy, kdyº X \G je uzav°ená.

Úloha 17. Ur£ete, zda je interval (0, 1) otev°ená £i uzav°ená mnoºin v metrickém prostoru
(X, ρ), jestliºe

1. X = (0, 1), ρ = ρ1,
�e²ení: Otev°ená i uzav°ená, protoºe celý prostor je vºdy otev°ený i uzav°ený.

2. X = R, ρ = ρ1,
�e²ení: Otev°ená.

3. X = [0, 1] s diskrétní metrikou,
�e²ení: Otev°ená i uzav°ená. Kaºdá podmnoºina diskrétního metrického prostoru je
otev°ená i uzav°ená.

4. X = (0, 1) ∪ (3, 4), ρ = ρ1.
�e²ení: Otev°ená i uzav°ená. Otev°ená - kaºdému bodu lze opsat malou kouli, která
se vejde do intervalu (0, 1). Uzav°ená - Sta£í ukázat, ºe (3, 4) je otev°ená (to se ukáºe
stejn¥). Dopln¥k pak musí být uzav°ená.

De�nice 18. Nech´ M ⊂ X. �ekneme, ºe x je hrani£ním bodem mnoºiny M , pokud pro
kaºdé r > 0 platí B(x, r) ∩M ̸= ∅ a B(x, r) ∩ (P \M) ̸= ∅. Mnoºinu v²ech hrani£ních bod·
nazýváme hranice a zna£íme ji ∂M .

Uzáv¥rem mnoºiny M rozumíme mnoºinu M = M ∪ ∂M .

Úloha 19. Ur£ete, zda mnoºina M je uzav°ená, otev°ená, co je její vnit°ek, uzáv¥r, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

1. M = (0, 1)

�e²ení: Otev°ená. IntM = (0, 1) (IntM zna£í vnit°ek/v²echny vnit°ní body M).
M = [0, 1]. ∂M = {0, 1}.
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2. M = [0, 1]

�e²ení: Uzav°ená. IntM = (0, 1) M = [0, 1]. ∂M = {0, 1}.
3. M = (0, 1]

�e²ení: Ani otev°ená, ani uzav°ená. IntM = (0, 1) M = [0, 1]. ∂M = {0, 1}.
4. M = (0,∞)

�e²ení: Otev°ená. IntM = (0,∞) M = [0,∞). ∂M = {0}.
5. M = [0,∞)

�e²ení: Uzav°ená. IntM = (0,∞) M = [0,∞). ∂M = {0}.
6. M = (−∞,∞)

�e²ení: Otev°ená i uzav°ená. IntM = (−∞,∞) M = (−∞,∞). ∂M = ∅.
7. N

�e²ení: Uzav°ená. IntM = ∅. M = N. ∂M = N.
8. Q

�e²ení: Ani uzav°ená, ani otev°ená. IntM = ∅. M = R. ∂M = R.
9. R

�e²ení: Otev°ená i uzav°ená. IntM = R. M = R. ∂M = ∅.

Úloha 20. Ur£ete, zda je daná mnoºina uzav°ená, uzav°ená, najd¥te hranici (v R2).

�e²ení: Mnoºina (a) je uzav°ená, mnoºina (b) otev°ená, mnoºiny (c-e) ani jedno.
Hranice: Pro (a-c) jde o kruºnici. Pro (d) o dv¥ kruºnice, pro (e) kruºnice a bod.

Úloha 21. Rozhodn¥te, zda platí (v obecném metrickém prostoru):

1. B(x, r) = B(x, r)

�e²ení: Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
Platí B(x, r) ⊆ B(x, r).
D·kaz: Nech´ x ∈ X, r > 0. Zvolme y ∈ ∂B(x, r). Pro spor p°edpokládejme, ºe
y ̸∈ B(x, r). Tedy ρ(x, y) > r.
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Poloºme s = ρ(x, y)− r > 0.
Pak pro kaºdé z ∈ B(y, s) platí

ρ(x, z) ≥ ρ(x, y)− ρ(y, z) > ρ(x, y)− s = r.

Tedy z ̸∈ B(x, r). Pak ale B(y, s) ∩B(x, r) = ∅. Coº je spor s de�nicí hranice.
Opa£ná inkluze neplatí. Uvaºujme metrický prostor

R2 \ {1 < x2 + y2 < 4}

Pak B(o, 2) = B(o, 1) ̸= B(o, 2)
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2. A ∩B = A ∩B

�e²ení: Nikoli. Nap°. A = (0, 1), B = (1, 2). Pak A ∩B = ∅ = ∅, ale A ∩ B =
[0, 1] ∩ [1, 2] = {1} = {1}.

Úloha 22. Najd¥te uzáv¥ry graf· funkcí v R2

1.

f(x) =

{
sin(1/x), x > 0
0, x = 0

�e²ení: Graf samotný sjednocen s úse£kou {[0, y], y ∈ [−1, 1]}.
2. Dirichletova funkce

�e²ení: Osa x a p°ímka y = 1.

3. Riemannova funkce
�e²ení: Graf sjednocený s osou x.

Úloha 23. Najd¥te netriviální A ⊂ R, aby spl¬ovala následující

1. A = ∂A

�e²ení: {1}
2. IntA ⊋ A

�e²ení: Q. Platí
IntQ = IntR = R ⊋ Q.

3. IntA ⊊ A

�e²ení: [0, 1). Platí
Int [0, 1) = Int[0, 1] = (0, 1) ⊊ [0, 1).

4. IntA ⊊ A

�e²ení: Q. Platí
IntQ = ∅ = ∅ ⊊ Q.

5. IntA ⊋ A

�e²ení: (0, 42]. Platí

Int(0, 42] = (0, 42) = [0, 42] ⊋ (0, 42].

6. IntA = A

�e²ení: [−3, 5]. Platí
Int[−3, 5] = (−3, 5) = [−3, 5]
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