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Teorie — definice a véty

Definice 1. Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f : X — Y je zobrazeni, M C X a
a € X je hromadnym bodem mnoziny M. Rekneme, Ze prvek b € Y je limitou zobrazeni f v
bodé a vzhledem k mnozZiné M, jestlize

Ve>036 >0Vx € M,z #a:p(x,a) <d = o(f(z),b) <e.

Véta 2 (Heine). Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f : X - Y, M C X, a € M,
beY. Pak
lim f(z)="0

z—a,xeM

pravé tehdy, kdyz: pro kazdou posloupnost {z,,} C M \ {a} plati
Tn = a = f(zn) = b.

Vé&ta 3 (Aritmetika limit). Necht (X, p) je metricky prostor, f,g: X - R, M C X, a € M’,
a, € R. Necht limg_yq zenr f(2) = o a limy_yq 2enr g(z) = B. Pak

L. limy g zem f(2) +9(x) =a+ 8

2. limy g pem f(2) -g(z) =

3. hmsc—)a,zEM f(l’)/g(l‘) = O‘/ﬁv pOkUd B 7é 0.

Véta 4 (O limité slozeného zobrazeni). Necht (X, p), (Y,0) a (Z,7) jsou metrické prostory,
g: X—=Y,f:Y—Z Necht ACX,ac A, BCY,be B, ce Z anecht plati:

1. 30 > 0: g(P(a,0)NA)CB
2. limyyq2ca9(z) =0
3. limy_pyeB fly)=c
Necht plati jedna z podminek
(P) 3n>0: b ¢ g((Pla,n) N A)
(S) zobrazeni f je spojité v bodé b vzhledem k B.

Pak
lim  f(g(x)) = c.

r—a,x€A

Véta 5 (2 policajti). Necht existuje prstencové okoli P(zg, o) takové, Ze na P(xg,yo) plati

h(z,y) < f(z,y) < g(z,y).

Necht dale
lim  h(x,y)=L= lim  g(x,y),
[,y]=[z0,y0] [,y]—[z0,y0]
L € R. Pak také existuje
lim  f(x,y) = L.

[z,y]—[z0,y0]
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Véta 6 (Omezené a mizejici). Necht f: R"™ - R, g : R” — R a a bud hromadnym bodem
mnoziny M. Necht f je omezend funkce na praniku né&jakého prstencového okoli bodu a € R™

a mnoziny M a necht
lim g(z) = 0.

r—a
zeM

Potom
lim f(x)g(z) = 0.

r—a
zeM

Poznamka 7 (O dvojnéasobné limité). Pokud existuji limity limg 4, (limy_,, f(z,y)) = L1
a limyyyo (img 0 f(2,y)) = L2 a L1 # Lo, tak limita limp, 100401 f(2,y) neexistuje.
(Opacné tvrzeni neplati.)

Poznamka 8 (O dvojnasobné limité 2). Pokud existuji limity limg_,4, (limy—, f(z,y)) = L1,
limy, sy, (limg sz f(2,9)) = Lo a imyg (0040 f(7,y) = L, pak L = L1 = La.

Véta 9 (O absolutni hodnoté). 1. Necht f : R® — R a a € R" bud hromadnym bodem
mnoziny M. Jestlize

lim f(z) =L,  potom  lim [f(z)| = |L].
zeM zeM

2. Necht f:R"™ — R a a € R” bud hromadnym bodem mnoziny M. Potom

lim f(z) =0,  pravékdyz  lim |f(z)] = 0.
zeM zeM

Shrnuti — Co mame k dispozici:

Je funkce v daném bodé spojitd? — Lze dosadit.

Jde o polynom 0/0? — Mozn4 ptijde néco vytknout a pokratit.

Jsou tam odmocniny? — Zkusme pouZit vzorce, napi. A2 — B2 = (A — B)(A + B).
Vypada to na znamou limitu? — VOLSF.

Je tam omezena (sin, cos,...) krat nulovd? — Véta o omezené a mizejici.
Dvojnésobné limity existuji, ale jsou riizné? — Limita neexistuje.

Limity po pfimkach y = kz vyjdou rizné? — Limita neexistuje.

N e WD

Limity po dalgich kiivkach (y = k2?2, y = ka3, ...) vyjdou riizné? — Limita neexis-
tuje.

9. Vyskytuje se tam hodné 22 4+ y?? — Mozna to pijde z definice. Jestlize 22 + y? < 6,
jak vypada f(z,y)?
10. Nelze pouzit néjaky odhad? — Dva policajti.

Algoritmus:
1. Prvni pohled na funkci:
(a) Je spojita?
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Vypada to na znamou limitu?

@)

Nema4 rizné dvojnasobné limity?

E/\

Jak to dopadne na primkach y = kx?
Je tam omezena funkce?

—

Jsou tam odmocniny?

Neméme né&jaky odhad?
Jak to dopadne na dalsich kfivkach?
Co definice limity?

[N
SIGED

Hinty

2., 2
2|2yl < 2% +y |sint| <1

oy < 2 + o> |sint| < |¢| ab = blna

Priklady — defini¢ni obor
1. Urcete defini¢ni obor a na¢rtnéte (piiklady ze zkousek)

(a) f(z,y) = arcsin(x + y) + arctan(z + y) + zy
® s = ()
(©) flz,y) = Vay —y* +2°

(d) f(z,y) = arcsin \/z(z + y)

Priklady — limity, které ilustruji rtizné situace

2. Urcete limity funkci vice proménnych, nebo ukazte, Ze neexistuji.
Vsechny limity uvazujeme vzhledem k defini¢nimu oboru danych funkci.

“e s . -y .
Ukaite, funk ,y) = — plat
(a) azte, ze pro funkei f(z,y) x+ypa1

z—0 \ y—0 y—0 \xz—0

lim <lim f(w,y)) -1, lim (lim f(a:,y)) -1

lim  f(z,y) neexistuje.

(z,)—(0,0)
222

b) Ukazte, z funkei = lati
(b) azte, ze pro funkci f(x,y) 2 + (7 — ) plati

iy (g e =0 @t (tig fGo) =

ale

lim x,Yy) neexistuje.
(xay)—>(070)f( v) :
3

(c) lim -y

(2,y)—(0,0) 6 + 32
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Ukazte, Ze limita funkce neexistuje, pfestoze obé dvojnasobné limity jsou nulové a
téz limita pocitana po libovolné piimce je nulova.
()F  lim x%
(z.y)—[0,0] =+ Y
tg /@ =17 — ¢

(z,9)=(4,0) 224/ (x — 4)2 — 2

(¢)
S . A R B
(f) Ukazte, ze pro funkei f(x,y) = (x 4 y) sin — sin — limity
Z Y

lim (lim f(m,y)) a lim <lim f(a;,y)) neexistuji, ale

z—0 \ y—0 y—0 \xz—0
lim  f(z,y) vzhledem k defini¢énimu oboru funkce f existuje a je rovna 0.
(z,y)—(0,0)

3. Shriite, jaké situace jsme zatim potkali. (Napf. existuje dvojna limita, ale neexistuje
limita; existuji limity po pfimkach, ale limita neexistuje;. . .)
Priklady — limity na procviceni

4. Urcete limity funkei vice proménnych, nebo ukazte, Ze neexistuji.
Vs8echny limity uvazujeme vzhledem k definié¢nimu oboru danych funkci.

2 +ly|+
(a)  lim ;U+ Y . i <1 N 2) |z|+|y|+]z]
[zy]—=[24] 22 + Y T [,y,2]—[0,0,0] lz| + |y| + |2]
O bl w7 % m
[:E,y}—>[ 1,0] Ty + Yy + x + 1 (k) hm - .
a:2y2 —14 [x,9]—[0,0] T + Y
© [z l]lgh 9 2t + yt — 17 . x?
Y ) Yy 1) lim S
(d)  lim tan ry [z,9,2]—[0,0,0] T* 4+ y* + 2
oy (m) i SRTY
1 2 1 .2
e lim T sin ——— [z,y]—[0,0] \/m
[z,y,2]-10,0,0] rT—y+=z ) sin xy

4 4 n 1m _—
(f) € lim Ty ) [z,y]—[0,0] ¥2 + y2
[z,y]—[0,0] 2 + y?

/$2+ 2+1_1 (O) %) lim x3y
Yy [z,9]—[0,0] (22 + y2)\/22 + y?

! 2 .2
[z,y]—[0,0] 931 +y yd — a2
% : p lim
(b) % [z,yl}lg}o,o} x2 + 2 o [y=100) (24 + y2) /a2 + y?
2 4y 2*y(|z| + ly|)
) B g LY q lim
(1) [x’y}liﬂovo} T+ Yy ( ) [1‘7y]4)[070] (1'4 + yQ) \ 1'2 —+ y2

5. Projdéte si znovu sekci Shrnuti a Algoritmus. Zpracujte jej do n&jakého (pro Vas)
vhodného forméatu. Napi. Tabulka, Myslenkova mapa, Rozhodovaci strom. . .

&= fi (by) N =h (1) Zﬁ + T S ()
it x>zt xS |zl (op) T+ - ="h (17) I+ 2 oRuw34a (qF)
o+ 22 > |fzlg 7] > |pus| (wy) eotuyep z (Uy) i+ o= > Azl (pe)
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