
23. cvi£ení � Taylor·v polynom � limity
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

V¥ta 1 (Lagrange·v tvar zbytku). Nech´ f je reálná funkce, a < x. Nech´ f má v kaºdém
bod¥ intervalu [a, x] vlastní (n+ 1)-derivaci. Pak existuje c ∈ (a, x) tak, ºe

f(x)− T f,a
n (x) =

1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)(x− a)n+1.

sinhx =
ex − e−x

2
tanhx =

sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x

coshx =
ex + e−x

2
cothx =

coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x

lim
x→0

cosh−1

x2
=

1

2

P°íklady

1. Pomocí Taylorova rozvoje ur£ete následující limity.

(a) lim
x→0

sinx− x

x3

(b) lim
x→0

ln(cosx)

x2

(c) lim
x→0

sinx− x+ 2x3

x2

(d) lim
x→0

cosx sin(x ln(1 + x))

x2

(e)^ lim
x→+∞

x3/2
(√

x+ 1 +
√
x− 1− 2

√
x
)

(f)W lim
x→+∞

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

(g)Q lim
x→+∞

[(
x3 − x2 +

x

2

)
e1/x −

√
x6 + 1

]
(h)9 lim

x→+∞

[
x− x2 ln

(
1 +

1

x

)]
(i) lim

x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3

(j) lim
x→0

cos(xex)− cos(xe−x)

x3

(k)R lim
x→0

ex
2+5x4 − ex

2−3x4

(cosx− 1)(coshx− 1)

(l) lim
x→0

sinh(tg x)− x

x3

(m) Najd¥te a, b ∈ R tak, aby lim
x→0

x− (a+ b cosx) sinx

x4
= 0.

(n) Najd¥te takové n ∈ N, aby limita byla kone£ná a r·zná od nuly: lim
x→0

(1 + x)x − 1

xn

(o) Najd¥te takové n ∈ N, aby limita byla kone£ná a r·zná od nuly:

lim
x→0

ln2(1 + sinx)− ln2(1 + arcsinx)

xn
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Zkou²kové p°íklady

2. Zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/0809/ls/ma/index.html

(a) Nalezn¥te Taylor·v polynom funkce f(x) = arctan(sinx) − sin

(
x− 1

3
x3

)
°ádu 5

v bod¥ x = 0 a spo£t¥te

lim
x→0

f(x)

(arcsinx)(cosx)− arctanx

(b) Ur£ete hodnoty koe�cientu a ∈ R, pro které platí

lim
x→0

x
√
1− 2x− x 3

√
1− 3x

x− a sin x
a

= 1.

(c) Rozvi¬te funkce ecosx do Taylorova polynomu £tvrtého °ádu se st°edem v 0 a
spo£t¥te limitu

lim
x→0

ecosx − e
2(e

x + e−x) + ax2

x4

(pokud existuje) v závislosti na parametru a ∈ R.
(d) Ur£ete v²echny hodnoty koe�cientu a ∈ R, pro které existuje vlastní limita

lim
x→0

cos(arctanx)− cos(sinx) + ax3

x4

Pro tyto hodnoty a limitu vypo£ítejte.

(e) Ur£ete koe�cienty a, b ∈ R tak, aby limita

lim
x→0

cos(ax) + x arctan(bx)− b

x4

existovala vlastní. Pro tyto hodnoty a, b limitu vypo£ítejte.

Odhady

3. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupn¥ ur£ete p°ibliºné hodnoty následujících výraz· (a
porovnejte s kalkula£kou)

(a) 3
√
e

(b) arcsin 0, 2

(c) (1, 04)4

(d) ln(1, 02)

(e) arctan 1, 1

(f) sin(−0, 22)

Následující p°íklady máme odsud: Sbírka z mat. analýzy Zemánek Hasil:

https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/index.html

4. Vypo£t¥te p°ibliºnou hodnotu £ísla e s chybou men²í neº 0, 001.

5. Pro jaké hodnoty platí p°ibliºný vztah cosx = 1− x2

2 s p°esností 0, 0001?

6. Ur£ete maximální chybu, které se dopustíme, nahradíme-li na intervalu (0, 9; 1, 1) funkci
arctanx Taylorovým polynomem stupn¥ 2 v bod¥ x0 = 1.

(1e)Substituujemey=
1
x

(1f)Substituujemey=
1
x

(1g)Substituujemey=
1
x

(1h)Substituujemey=
1
x

(1k)Koukn¥tenaHintynaho°e.
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