17. cviceni — L’Hospital + Heine

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (I’Hospitalovo pravidlo). Necht a € R U {—oc}, f,g jsou reilné funkce a existuje
f'(z)

limy_yq+ T Jestlize navic plati jedna z néasledujicich podminek
(a) limgyqt f(z) = limgy_yqt+ g(z) = 0, nebo
(b) limg o4 ’g($)| =00

potom

@) _ o I@)

r—ra+ g(l‘) o r—a+ g/(a:) ’

Véta 2 (Heineova). Necht a € R*, A € R* a necht funkce f: M — R, M C R, je definovéna
na néjakém prstencovém okolf bodu a. Potom jsou nésledujici dva vyroky ekvivalentni:

(1)
lim f(z) = A;

T—a

(ii) Pro kazdou posloupnost {x, }nen, spliujici z, € M, Vn € N: z, # a a lim, ooz, = a
plati lim,, o f(z,) = A.

Piiklady

1. Spoctéte limity. Nezapomente na Heineho a na fakt, Zze ne vZdy L’Hospital pomtize.
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3r—4 . . xcotgx —1
(a) lim r—or—42 (G) lim ————
z—1 240 — 22 + 1 z—0 T
iy 2 ArecosT [ o ——
(b) lim 2= (= i
t —
(¢) lim ¥~ 7 1) lim ——
z—0 x — sinx n—oo \/p2 4+ 1
tan L _ 1
(A)O lim —2n " n (m) lim (—1)"———
n—00 % — sin 711 n—00 n2 +1
(e) xl_l)r& x® (n) xlg{lﬁ logz - log(1 — x)
) 1 arcsin 2x — 2 arcsin x nk
250 x3 (o )‘% lim cos(nm)—, k€N, a>0.
3 n n—oo 6
li 14+ — 1 1
0t (147) NI Ea——
1 1 >0z log(l+ )
h) 1 - —
. w0 wsing m; (@) lim L Va arctan — Vb arctan
_ , log®(n+ 1) =0+ T\/T ’
()% lim (-1 ———
n—00 (n — 1)2 a,b>0
2. Rorzhodnéte, zda je funkce f(z) = % f(m) = —%, spojita v .
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3. Spoctéte limity

: sinx 1 é
(a) Mlim, (cotg ) . <<1 + x)w)

(d) hr%
1 T—> e
T \®
b) lim [t "
():c—>oo(g2:17+1> (e) li_}rn C—,c>1.
n—,oo N
. 1 : 1
(c) ili% cotg x — - (f) nlggo(log n)n

Zkouskové piiklady

4. Spoctéte limity

1 1
(a) lim n® <2 cos — — 2+ 4> (d) lim cosarctan y/n

n-s00 n? n n—o0 sin arccot y/n
Vet —sing — /1 + % 1 n2+1
b) 1l ; el
(b) m—1>I(I)1+ arcsinx — sinx (e) nh_fgo (1 + log (1 + n))
3\ "
cos 2
(¢) lim n (f) lim (42? — 9nr?) 2L
n—00 \ cos > o3 1+sinx
Bonus
5.8 Sestrojte funkce f, g rostouci a spojité na R takove, ze 22 = f(x) — g(x) pro vSechna
z € R.

Too much calculus will nu+ you
in LhDDI'I'U.I

A

Figure 1: https://twitter.com/everydaycalc/status/722795700795277314

yery-y oyliznod yed e snuwoy 15 oileroydg (o)
pnojsor af [ < 0 < ,f nerd rewilnatepz (g) z a1uy)4A ‘afnJunjeu rendso,] (1)
eredsoH, | +0 < @ = u/1 oxd erejdsoy,[ oyliznod (p1)

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova 2



