10. cviceni — Limita funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Definice 1. Redlnou funkci jedné rediné proménné rozumime zobrazeni f : M — R, kde
M CR.
Necht ce R a e € R, € > 0. Potom definujeme

e okoli bodu c jako B(c,e) = (c—¢&,c+¢)
e prstencové okoli bodu c jako P(c,e) = (c—¢e,c+¢) \ {c}
Prstencové okoli bodu +oco definujeme jako
P(OO,&) = B(OO,E) = (1/67 OO) P(*OO,E) = 8(70076) = (700’ *1/5)

Definice 2. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, ze f ma v bodé a € R* limitu rovnou
A € R*, jestlize plati

Ve>0 36>0 VzePl(a): flz)eB(45¢).
V takovém piipadé piSeme h_r)n f(z)=A.

Véta 3 (O aritmetice limit). Necht a € R*, lim,_,, f(x) = A € R* a lim,_,, g(x) = B € R*.
Pak

(a) limgyo(f(x) +g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B definovén;

(b) lim,_,q f(2)g(z) = AB, pokud je vyraz AB definovan;

(¢) limg_,, % = %, pokud je vyraz % definovan.

Véta 4. Necht ¢ € R*, limy,.g(x) = 0, lim,—,. f(z) = A, kde A € R*, A > 0. Jestlize
existuje n > 0 takove, ze funkce g(x) > 0 na P(c,n), pak

im @ =
ime T

Pozn.: Véta ma svou variantu i pro jednostranné limity.

Definice 5. Necht f: M - R, M CR,a € M. Rekneme, 7e f je spojitd v bod€ a, jestlize

lim f(x) = f(a).

T—a

Poznamka 6. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé a € R, pak také funkce f+g a fg jsou spojité
v bodé a. Je-li navic g(a) # 0, pak také funkce g je spojita v bodg a.
Véta 7 (Policajti pro funkce). 1. Necht existuje 6 > 0 takoveé, ze
VeeP(a): f(z)<g(z)<h(x). Necht li_r>n f(z) = lim h(z) = A € R*. Pak
r—a r—a

lim g(z) = A.
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2. Necht existuje § > 0 takové, ze V = € P°(a) :

f(z) < g(x). Necht lim f(x) = co. Pak

r—a

lim g(x) = oo.

T—a

Véta 8 (O limité slozené funkce). Necht a € R* a necht funkce f a g spliiuji

lim g(z) = A € R*,
Tr—a
Je-li navic splnéna alespoinl jedna z podminek
(S) f je spojita v A;
(P)36>0 VaecPa):
pak lim,_,, f(g9(z)) = B.

g(x) # A;

Hinty

A> - B*> = (A-B)(A+DB)

A*— B> = (A-B)(A2+ AB+ B?)

A" — B — (A_B)(An71+AanB+Anf3B2_’_

A"+ B" = (A+B)(A" ! —A"?B4+ A" PB? —

Piiklady

Z grafu

1. (a) limgseox (f) limg—oo (k)

(b) limy—y_oo (g) limg—oo 1 (1)
() limgy_oo (h) limg_o 1 (m)
(d) limg—oo vV (1) limg_s—oo =5 (n)
(© lmgsoe vE () Imesoe  (0)

Z definice

lim f(y) = B € R*.
y—A

-+ A’B"? 4 AB" 2 4+ B
<+ A2B"3 — AB™ 2 + B™1), n liché

limg, o €7 (p) limg_,ocosz

limg oo €” (q) lim, 2z, tga
limg oo €™ 7 (r) lim, ,z_tgx
lim, 04 logz  (s) limg_04 cotx
limy_ oo Sin @ (t) limg_o_ cotx

2. Urcete z definice nasledujici limity (¢ jejich neexistenci)

(a) limy_yo(x +2) =4

Prfimo

(C) limg, o ﬁ

= o0 (d) limgo 1 A

(e) limy—o4sind A

3. (a) limy 3 E”;‘fl (d) limg_,_oo(x 4 3)? (g) limg soo VT +2+ 1
(b) lim, .= tgw (e) limy—yoo —2—
(¢) limyso0 gy (F) limgo0 gt

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova



1/0

4. Spoctéte limity, pfip. jednostranné limity.

) . 2 . 2 9
(a) limg_5 %_5 (¢) limg_yy 16 (d)# lim,_,_3 §2+§§+3
0/0

5. Vytknéte vyraz s kofenem,

. 2+3 4 2 2 _ 20
@fmen Bt @m0
b) lim 232224 z—12x* —x — 1 z—2 (x — 12z + 16)
( z—0 2,31 ,2 95 3 — 31 )

. 24 g ;

(¢) limg x(gﬁiﬂ)25 (e) il—>m1 xt —4r +3
6. Spoctéte limity
. sinz : z+3 (b)*¥ lim z +sinz
0T o me(5) 9%
(b) lim e *cosw (i)* xhg{}o e’ cos
T—00 X —T
. +e 2
; 3 & 2 O lim ere . . L
(©) Jma”sin(a’) R 0 I
T+sinx
q i . .
()¢ Tm00 T — Sing () :plggo@ + cosz) (k)a zlgrolo sin

7. Spoctéte limity

. 3 _ 2 o 2 3 _ 6 2
() Jlim 2% —2" 4308 g gy, VL (g) lim V02
T——00 x T——2 x° + 8
/22
(b) lim Vet (e)7 lim vz +2+ Vi (h) lim z(Va?+1—-1x)
z—>00 T T—00 T—>00
vV 1-1
(© lmvet2-va (0 lim Y21

z—0 xT

Bonus
8. Spoctéte limity

Coam—1 o422+ 42" —n
(a) gljl_%xn_l,kdem,neN (b) il—% p— , kden € N

9. Najdéte priklad funkce (staci obrézkem), ktera:

(a) Nemé limitu v nekone¢nu. (f) Neni spojita v 0.
b) Nem4 limit Cisle 3. .
(b) e}ma i uvv (31s‘e-3 5 (g) Je nespojitd v nekonetné mnoha
(c) M4 v nekone¢nu limitu nekoneéno.
bodech.
(d) Ma v nekone¢nu limitu -2.
(e) Nem4 limitu v 0, ale jeji absolutni (h) Ma vlastni limitu v nekoneénu a je

hodnota ano. rostouci.

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova 3



10. Proc¢ ten vtip neni dobie?

Know your limits

1

lim —— =oo.
T—8 T —
Therefore

_ 1

lim —— =,

r—5 T — O
Figure 1: https://kityates.com/public-engagement/

11. Necht a € R*. Rozhodnéte zda plati:
a) Necht je lim,_,, f(z) = £o00. Potom lim,_,, ﬁ =0.
b) Necht je lim,_,, f(z) = 0. Potom je bud lim,_,, T = T nebo lim,_., ﬁ = —00.
c)’l< Necht je lim,,, f(z) = 0 a f # 0 na né&jakém prstencovém okoli a. Potom je

d1)Q® Necht je lim,_q f(z) = 0. Potom vzdy existuji obé jednostranné limity lim,_, 4+ ﬁ

alimg_y,— ﬁ, nemusi se vSak rovnat.

d2*) & Co kdyz navic pozadujeme, aby f(z) # 0 na n&akém prstencovém okoli bodu
a’?

12. Spoctéte limity

e g LV ©) xE&a( vt fcw%—ﬁ)

. VT Y+ Ve
(b)  lim
x—+00 \/m ) 1 1 1
VIT2s—3 () Jlim, VetV
(¢) lim YA Ff=r—9 = r e
z—4 f— 2
G dim YETVOEVIZA s (¢ lim =z
r—a+ vVl — a? x—+00

T

() 3 (@ + 1) = (= 1)

(0 +2)(0—2) = v — & (pe1) |z = gz (PL)

aweuy14LA (BZT) {00 I[0%[0 BU BURAOUTSP daqna a0yunj af (39)

;Apoq aao[nu jesouygepaid yed Aq o[ieisoN ;Jead gped4a 1se el (19)

"0 op op[ zal ‘ryyuny pin[oso nosyelgu sifnzean (ZpIT) - zus+z (U9)
jeuRAOUYSD 29qnA f/T RIIWI] o () BAAQRU 095€Q 0D uap 18foryoAilou swrauy1£a (J9)
‘ros{uny /roxjuny pifyoso noxyelyu “xdeu oynzean (TpI1) uoR IsforyoArfou swouy)La (p9)
‘prugep 93snyz (911)  (1+2)(8— ) = £ — 3¢ — T ‘(e + ) = 6+ 29+ = (PF)

LIV Ie1seu (9,)  *-oo Iox0 ‘npoq Ioxo epedAa yel) sotugep oisideu (g)

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova 4

T



