10. cviceni - AC a BV funkce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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Definice 1. Necht f : [a,b] — R. Variaci funkce f na intervalu [a,b] definujeme piedpisem
V(f) = sup {Z |f(z:) — f(@im1)]; {zi}iso Jje déleni [a, b}} :
i=1

Rekneme, Ze funkce g : I — R ma na intervalu I C R omezenou variaci, jestlize existuje
K € R takové, ze V¥(g) < K pro kazdy interval [a,b] C I.
Mnozinu v8ech funkei s omezenou variaci na intervalu I zna¢ime BV (I).

Véta 2. Necht f : [a,b] = Rac € (a,b). Pak f € BV([a,b]) pravé tehdy, kdyz f € BV ([a,c])
a f € BV([c,b]). Navic
Va(F) = Vi (F) + Ve(F).

Uloha 3. Spoctéte variace nasledujicich funkei:

1. 22 na [0, 1],
Reseni:
Pro monoténni funkee plati, ze V() = | f(b) — f(a)|. Tedy Vg (22) = [12 — 02|
2. 2% na [-1,1],
Reseni:
7 véty 2
V3 (@?) = VO (2?) + Vi (2?).
Na danych intervalech je monoténni, tedy V', (22) = |0 — (—1)?| + |12 — 0?| = 2.
3. sinz na [0, 107],
ReSeni: Po rozsekani intervali tak, aby tam byl sin 2 monoténni, vyjde Vol[)”(sin x) =
20.
4. 3|zsinZE| na [—4,4]
ReSeni: 7 grafu je vidét, ze intervaly lze opét rozsekat tak, aby tam funkce byla

monoténni (i kdyZ ne nutné spojitd). Zkontrolujeme hodnoty v bodech —4 a 4 a pak
pos¢itame skoky nahoru a dolt. Vyjde V4,(f) = 10.

https://www.geogebra.org/calculator/ccpnefwv

Uloha 4. Ukaite, ze Dirichletova funkce

= 0, xeR\Q
|1, zeQ,

nema kone¢nou variaci na [0, 1].
ReSent:
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Zafixujme pevné (pro jednoduchost navic sudé) n a zvolme déleni {0 = zg, x1,...,z, = 1}
intervalu [0, 1] tak, aby vSechna sudé x; byla racionélni ¢isla a v8echna licha z; byla iracionalni.
Pak

n
Z |f(zi) = f(ziz1)] = n.
i=1
(n-krat skd¢eme nahoru a doli.)

Protoze mnoziny Q i R\ Q jsou husté v R, tak takové déleni lze najit pro vSechna n € N.
Pak V¥(D(z)) < sup{n,n € N} = oo.

Uloha 5. Ukaite, ze funkce

F rcosg, x € (0,1]
0, 0

nemé kone¢nou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/wsv9c6hc

ResSeni: Pro pevné n zvolme déleni 0, %, ﬁ, ceey %, %, 1. Hodnoty f v téchto bodech
pak jsou
Ot G et O O
) 2n ) 9y 2n_17 AR 67 747 ) 27 N

Pak

" 1 1 1
ZZ;|f(a:z‘)—f(avi_1)|:1+2+3—|—~-+n.

Jelikoz >°o° | L = oo, tak funkce f nema kone¢nou variaci.

Vé&ta 6. Necht f je spojita na [a,b] a f’ existuje a je omezena na (a,b). Pak f € BV ([a,b]).

Uloha 7. Ukaite, Ze funkce

mé kone¢nou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/gpm9cqbk
Reseni:
Dle véty 6 staci ukazat, ze je funkce spojita na [0, 1] a ma omezenou derivaci na (a, b).
Spojitost: f je zjevné spojita na (0,1]. V nule je

. . ™
lim z?sin — =0
x—0+ x

(omezena krat mizejici funkce), tedy je tam spojita zprava.
Derivace: na (0,1) mame

2 2m\ -2 2 2
f(z) = 9 sin — + 2% cos <7r> —;T = 22sin - — 27 cos (W> .
x ) x x

coZ je na (0, 1) omezené funkce.
Tedy funkce f je BV.

Uloha 8. Dokazte nebo najdéte protipriklad
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e f e BVia,b = |f| € BV][a,b]?
ReSeni: Pravda. Plyne z nerovnosti

([f(za)| = [f (@i < [ f(@i) = f(@i1)]

e |f| € BV[a,b| = f € BV][a,b]?
Reseni: Nepravda. Uvazujme napf. upravenou Dirichletovu funkci

= -1, zeR\Q
L zeqQ,

Pak f uréité neni BV, ale |f| =1 a V?(1) = 0.
Uloha 9. Dokazte nebo najdéte protipiiklad. Necht f : [a,b] — R.

e jestlize f je omezena, pak je BV,
ReSeni: Nepravda. Napf. Dirichletova funkce.
e jestlize f je BV, pak je omezena.
ReSeni: Pravda.
Zvolme z € (a,b). Pak {a,z,b} je déleni intervalu [a,b] a tedy existuje K takové, ze

[f(x) = fla)] +[f(b) = f(z)| < K. Pak
@) < |fla)l +1f(2) = fla)] < [f(a)[ +[f(z) = fa)| + [f(b) = fx)] < [f(a)| + K.
(Pro krajni body volime déleni {a,b}.)

Véta 10. Necht f : [a,0] — R. Pak f € BV([a,b]) pravé tehdy, kdyZ existuji neklesajici a
omezené funkce g, h : [a,b] — R takové, ze f = g — h.

Uloha 11. Ukaite, Ze jestlize o € R a f,g € BV([a,b]), pak i f + g € BV([a,b]) a af €
BV (la, b])

Reseni: Jelikoz f i g jsou BV, lze je rozepsat jako

f=h-Ff g9=90-g9,
kde f1, f2, g1 a go jsou neklesajici a omezené funkce.
Pak
f=g9=h—fat+(91—g2) = (fi+91) = (f2+ g2)-
Soucet dvou neklesajicich funkci je opét neklesajici funkce. Diky Vété 10 pak plati, ze f + g

je BV.
Analogicky, pro a > 0 mame

af =afi —afs,
pro a <0
af = —lalfi + |alfa.

Uloha 12. Nakreslete Venniiv diagram pro funkce spojité, omezené a BV na [a, b].
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Omezené

2

Definice 13. Rekneme, 7e funkce f : [a,b] — R je absolutné spojitd na intervalu [a,b],
jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdou kone¢nou posloupnost bodi
a<a <b <---<ap < by, <bmame

Mnozinu v8ech absolutné spojitych funkei na intervalu [a,b] znac¢ime AC([a, b]).

Uloha 14. Ukazte z definice, Ze funkce f(z) = =, g(z) = 2 a h(x) = /x jsou absolutné
spojité na [0, 1].
Reseni:
Necht f(x) = . M&me ¢ > 0. Zvolme § = € a zvolme posloupnost bodii a < a; < by <
- <an, < b, <btak, ze

n

Z(bJ — aj) < 0.

j=1
Pak

SO0 = Fla)| =D b —ajl => bj—a; <k,
j=1 j=1 j=1

coz bylo dokazati.
Necht g(z) = 22. M&me & > 0. Zvolme § = ¢ a zvolme posloupnost bodii a < a; < by <
e <ap < b, <btak, ze

n

Z(bj — aj) < 6.

j=1
Pak, protoze bj,a; <1,

Z lg(b;) — g(aj)| = Z(bj)2 —(a;)® = _(bj —a;)(bj +a;) <2 b —a; < 2,

j=1 j=1
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coz bylo dokézati.
Necht h(z) = /z. M&me & > 0. Zvolme § = €2 a zvolme posloupnost bodi a < a; <
bl S Sangbngbtaka ze

n

Z(bj - CL]’) < 6.

=1

Zafixujme ¢ = £2/4. Piedpoklddejme, Ze ¢ nelezi v zaddném intervalu [a;,b;] (pokud ano,
rozsekneme interval v bodé ¢). Najdéme m tak, ze b, < ¢ < am+1-
Rozdé&lme nyni sumu na dvé ¢asti. ProtoZe /x je rostouci funkce, mame

D In(b) = hlag)l = Y1V = Vajl = D /by = Vi < Ve-0<ef2
j=1 j=1 j=1

Pro druhou ¢ast

n b n

- b._a. 1
|h(b;) — h(a; 1v/b; — /a5] = i P
j:Em:Jrl ’ j%l ];Flf+f J%,:Jrl ﬁ %

Dohromady

5
< 2 —
g | (b, h(a;)| 2+ €= 25,

coz bylo dokézati.

Uloha 15. Ukazte, ze Cantorova funkce (které je spojita i stejnomérné spojité) je na intervalu
[0,1] BV, ale neni absolutné spojita.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_funkce

Regeni:

Cantorova funkce je monoténni, tedy je BV.

Pro vyvraceni absolutni spojitosti je tfeba ukazat, Ze existuje ¢ = %, 7e pro kazdé 6 > 0
existuje posloupnost bodti a < a1 <b; <--- < a, <b, <b tak, ze

n

Z(bj — CL]') <4

=1

a zaroven
n

> (b)) = flay)) >

j=1

N | —

Cantorovu mnozinu (CD) lze definovat napf. jako prinik mnozin C,,, ze kterych jsme vzdy
v n-tém kroku odebrali prostiedni tfetiny.

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Tyto mnoziny (a tedy CD) lze pokryt intervaly [aj,b;], z nichz kazdy ma délku 1/3™ a
dohromady jich je 2".

Pro dané ¢ tedy zvolme n tak, Ze (%)n < 4. Pak

Zb — a;)
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Ale protoze Cantorova funkce se ,,méni“ jen na CD, musi byt

n

> (fby) = flay)) = 1.

j=1
Tedy Cantorova funkce neni AC.

Uloha 16. Najdéte funkci, ktera neni absolutné spojita, ale méa kone¢nou variaci.
Reseni:
Napft. Cantorova funkce.

Uloha 17. Rozhodnéte, zda ma AC' funkce nutné omezenou derivaci.
Reseni:
Nepravda. Protiptiklad /z.

Uloha 18. Dokazte nebo najdéte protipiiklad

o fe AC[a,b] = |f| € AC]a,b]?
Resent:
Pravda. Plyne z
[ ()| = [f(@im)|| < [f(2i) — f(@iz1)]

o |f| € AC[a,b] = [ € ACla,b]?

ResSeni: Nepravda. Uvazujme napf¥. upravenou Dirichletovu funkci

= -1, zeR\Q
B 1, x € Q,

Pak f neni ani spojita, ale |f| =1 je AC.

Uloha 19. Necht f, g € AC([a,b]). Ukazte, Ze pak i fg € AC([a,b]).

Regeni:

Protoze f i g jsou spojité na uzavfeném intervalu, musi byt i omezené. Tedy |f| < M a
lg| < M pro M > 0.

Dale zvolme § > 0 tak, Ze pro posloupnost posloupnost bodi a < a3 < b < --- < a, <

b, < b mame
n

> (bj—aj) <

=1
pak
Zlf flaj)| <e, Zlg ) —9g(aj)| <e.
Potom
> 1£(by)g(by) — £( Z bj)l-19(bj) — ga;)|+|g(a;)| - [f(bj) — f(a;)| < Me+ Me.
=1 =1
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