8. cviceni - Mocninné fady — soucet fady
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Priklady
1. Derivovanim ¢len po ¢lenu sectéte nasledujici fady:

@ o+ D+ D4

a) x+—+—+...
.3 5
ResSeni: Oznacme

fa) = +x3+x5+ _Oom2n+1
HEETET S T ot 1

Polomér konvergence je roven 1.
Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu

o
L4+a?+at 4. =) 2™,
n=0

coZ je geometrickd Fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem x?. Uvniti kruhu konver-
gence plati

1
f(x) +a" + 2z + 1.2

Rozkladem na parcidlni zlomky nebo z tabulky méame

|
/ dr= tmiT% L

1— 22 2 11—z
tudiz 14
x
=-1 K.
Jelikoz
OO 02n+1
0) = =0
1(0) Z 2n+1 ’
n=0
a zaroven L 140
=-1 K
F0) = I + K
dohromady vyjde K =0 a tedy
1 1+=
=-1 1
fa) =g, Jrl<
Pro krajnf body plati, ze fady
oo 1277,—1—1 e (_1)2n+1
20051 X w1
n=0 n=0

diverguji (tedy nema smysl je s¢itat).
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T T T
(b) gf+ sttt
ResSeni:
Ozna¢me

00
Zx

n
n=

Polomér konvergence je pak 1. Na (—1,1) muZeme zderivovat

-1 00 00
= E = g x".
n=1 n=0

Geometrickou fadu muzeme secist, tedy

Po zintegrovani dostaneme
fl)=—=In|l — x|+ K.

Miuzeme dosadit O:
=0
—In|l -0+ K = —
all 0]+ K = 0 =3 1=

a dostaneme K = 0. Tedy

f(z)=—1In|l — x|, x € (—1,1).
Krajni body: Pro x =1 fada >~ dlverguje
Pro z = —1 fada > 7 ( n) konverguje z Leibnize. Pro jeji soucet pouZzijeme

Abelovu Vétu s r = —1. Pak

o o
—1)" n
E (=1) = lim L= lim —In|l —z|=—In2.
n r——1+ n r——1+
n=1 n=1
Zavér:
f(z)=—In|l — x|, x € [-1,1).
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2. Integrovanim ¢len po ¢lenu sectéte nasledujici fady:

(a) = +22% 4+ 323+ ...
Reseni: Mame secist fadu

i kx®.
k=1

Rada m4 polomér konvergence jedna. Plati, Ze
o o
Z kot = - Z kbt
k=1 k=1
Oznalme
oo
Zk‘xk L Z (k+1)a*
k=0

Potom na kruhu konvergence plati integrovanim ¢len po ¢lenu, Ze

— F k F(z) = NE Nk
Odtud vyplyva, ze
x " 1l—z+uz 1
pr— P— = 1
f@) <1—x> G—ep ~(-wp 7
a odtud -
T
k=1

V krajnich bodech x = £1 fada diverguje (nutnd podminka konvergence).
(b) 1-2x+2-32% +3-42® 4 -
Regeni: Mame sedist fadu

o
> k(k + 1)2*
k=1

Polomér konvergence je 1. Podle v&ty o integraci ¢len po ¢lenu plati

k=1 k=1 k=1
™ ok L”: SN N
(2 )) () - ()
~ 2z(1 — x)? 21— 23:—490 +22% 4+ 227 — 22° 22 .
- <1_x> (1 —a)* BET

V krajnich bodech x = £1 fada diverguje (nutné podminka konvergence).

3. Derivovanim nebo integrovanim ¢len po €lenu sectéte nésledujici fady:
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3 5

x x
(a)x—§+g+'--
Ozna¢me - ,
3 5 n+1
T T z
— T = _1)" )
f@)=o—5+5+ n;]( Vot

Polomér konvergence je 1.
Derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu

oo
-2 42t 4. = Z(—l)"mQ"

n=0

coZ je geometricka fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem —z2. Polomér konvergence
je téz 1.
Uvnitf kruhu konvergence plati

(e 9]

1
"Y=1-—2?+24+... = 2\ — '
fl)=1-atat b= (et =
n=0
Plati, ze
1
t (e
(arctan x) 22
tudiz
f(x) = arctanx + K.
Jelikoz
i~ 02n+1
arctan0 + K = f(0) = Z(—l)"2n 1 =0,
n=0
tak K = 0.
Mame tedy
f(z) = arctan z, lz] < 1.
V krajnich bodech
[e.e]
+1 2n+1
Z(_l)n( ) -0
2n+1
n=0
konverguje z Leibnize. Aplikujme Abelovu vétu. Pak
(o9} o
12n+1 x2n+1 T
—1)" = li —1)" = i =—.
Z( ) 1 m_lgl_Z( ) T 1 Jlim arctanz = -
n=0 n=0
a - i,
(_1)2n+1 ) p2n+tl ) T
— n /7 = — n et = — —
Z( 1) o+ 1 x££%+ (1) M1 mil{ll1+arctanx g
n=0 n=0
Zavér:
f(z) = arctan z, x € [-1,1].
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(b) = —42% +92° — 162 + - -
Reseni: Mame secist fadu -
Z(_l)k+1k2xk
k=1

Rada mé polomér konvergence 1.
Podle véty o integrovani ¢len po ¢lenu, mame pro |z| < 1

i(_ k+1p.2 0k i k+1k.2 k=1 _ o (i(_l)k—&-lkmk)/

k=1 k=1 k=1

e Gor))
wEx( )) =+ (- () = (o)

+
1+2)2— 21+x)>_$'1—:c2 z(l—z)
(1+ T

L+2)t (142)3

X

V krajnich bodech x = +1 fada diverguje (nutnd podminka konvergence).
oo

(€) Y (n+1)a"

n=l1
Reseni:
Polomér konvergence fady je 1. Integrovanim ¢len po ¢lenu dostaneme pro |z| < 1

g(n+1)x" = (réx"“)/ = <1fx>, = (1_1@2

V krajnich bodech x = £1 fada diverguje (nutna podminka konvergence).

Zkouskové priklady

4. Sec¢téte radu

(a) nz:l n(n+1)

ResSeni: Polomér konvergence je roven 1.

Polozme
i 2 i Tl
=Y Ty T
—n(n+1) “—n(n+1)
Zderivujme funkci g(z) =Y 7, n}”%) Dostévame
o0
n=1

Pak
g (x)=—In|l —z|+ K.
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Jelikoz jsme na intervalu (—1,1), miZzeme psat
d(x)=—-In(l —z)+ K.

Pro z = 0 mame
oo n

~In(1-0)+ K =4(0)=> — =0,

n=1
tedy K = 0.
Po zintegrovani (per partes):

glz)=x—(r—1)In(l —x) + M.

Po dosazeni x = 0 dostaneme

0 on+1
g(O):0—(0—1)ln(1—0)+M:Zm:O,
n=1

tedy M = 0.
Dohromady pro z € (—1,1):

f(z) =zg(z) = 2 — z(x — 1) In(1 — z).

V krajnich bodech fada = = 41 konverguje (srovnani s 1/n?). Dle Abelovy véty

mame:
> 1n+2 )
i a2z —1)In(1—2z) =1
SFICES) lim @ z(x —1)In(1 — x) +0
a
0 n+2
(=1 L2
E ————— = lim z°—z(z—1)In(1l—2z)=1-2In2.
—n(n+1) o=t

Dohromady pro x € [—1,1]:

f(z) =2 —z(z — 1)In(1 — ).

o0 n+2
x
() 3 _n?
n!
n=1
Reseni:
Polomeér konvergence je roven oo.
Polozme
o
9 xn+2
fz)=3"n :
n!
n=1

o0 —xn = efE
n=0 n! :

o0 23371—1
g(z) = Zn e
n=1 ’

Vyuzijeme souctu fady
Méjme

Pak f(z) = 23g(z).
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Mame
-1
|

0 g1 0 " ! 0 " ! o " N\’
ot = (S) - (2) - (&)

Posledni sumu nahradime e* — 1 (plati pro € R) a zpatky proderivujeme:

g(x) = (fU <Z i:) ) = (z(e” - 1)')1 = (ze®) = €e*(z + 1)

n=1

Prox € R f(z) = 23 (x + 1) = e*(2* + 23).

In+1 9,41
(©) Y1) ™

n=1
5 .. L . . c 1 . . 3n41
Reseni: Plati, 7ze ap = 0 pro suda k, pro lichd k =2n+1 je ax = (—1)”27?2+n.

Polomér konvergence je tedy roven 1. V krajich fada konverguje podle Leibnizova

kritéria.
Pro z € (—1,1) polozme f(z) = Y0, (—=1)" 24 a?1. Pak
oo
n+1
/ _ _1\n 2n
HOED Y
n=1
Radu mutiZzeme roztrhnout na
o o 1
> (=132 4> (—1) =2,
n=1 n=1 n

Z geometrické fady je

o0
—3z?
—1)"3z%" =
;( )3 1+ 22
7 Taylorova rozvoje logaritmu pak mame

o

1
D (-1)"=a®" = —log(1 + 2?).
n=1 n
Dohromady je
) = 2 log(1 1 42)
x) = 1422 og x°).

Po zintegrovani dostaneme
f(z) = —x + arctanz — 2 log(1 + 2°) + c.
Dosadime 0 a ziskame ¢ = 0. Pro x € (—1,1) tedy plati
f(z) = —z 4 arctanz — zlog(1 + z?).
Protoze fada v krajich konverguje, z Abelovy véty dostaneme

f(z) = —x + arctanz — zlog(1 4+ 2?), z € [-1,1].
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n!
n=2
Reseni: Polomér konvergence R = co. PoloZzme

0o 0o
f(SC) :Z(_l)n-‘rln_'lxn:_z n—‘rlx _|_Z n—Hn
n:
n=2 n=2

7 rozvoje exponencidly mame

Z(—l)"ﬂ%r: =-> Lol _ —(e+2z-1)

n=2 ’ n=2 nl
a
0 0 n—1
n+1 n—1 _ (—LL’) _ -z
32( 1) "= E 1)!30 —:):7;2 (= 1)1 =xz(e

Dohromady pak
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