6. cviceni - Teorie
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady

1. Necht f:[0,1] — R. Které implikace mezi néasledujicimi tvrzenimi plati?
(a) Funkce f je spojita a |f(x)| < 1 pro kazdé = € [0, 1].
(b) Funkce f je spojita skoro v8ude a |f(x)| < 1 pro kazdé x € [0, 1].
(c) Rada 3°° ,(f(2))" je stejnomérné konvergentni na [0, 1.
Reseni:

e (a—b) Ziejmé.

e (b/a) Protipriklad: f(z) =z na [0,1), f(1) = 3.

o (b#c) Protipriklad: f(z) =  na [0,1), f(1) = 0. Pak > >, 2™ = %= na [0,1),
Yol fa(l) = 0. Rada ale nekonverguje stejnomérng, protoZe nesplituje nutnou
podminku. Totiz 2™ £ 0 na (0,1).

e (c/a) Protipiklad: f(z) = 0 na [0,1/2), f(z) = 5 na [1/2,1]. Pak sup|f"(z)| =
2%, coZ je konvergentni fada, tedy z Weierstrassova kritéria fada konverguje. Ale
f neni spojita.

e (c/4D) Protiptiklad: f(z) = 0na [0,1]NQ, f(z) = 1 na [0,1]\Q. Pak sup|f"(z)| =
2%, coZ je konvergentni fada, tedy z Weierstrassova kritéria fada konverguje. Ale
f neni spojita v zadném bodé [0, 1].

e (a—c) Protoze f je spojité, je spojita i |f|. Spojita |f| nabyva maxima, tedy Jz(:
|f(@)] < [f(zo)| < 1. Tedy o = | f"(2)| = [f"(20)|- Ale 3252, | f" (20)| konverguje.
Tedy (c) plati.

2. Pravda nebo nepravda?

(a) Necht f, = f na intervalu [a,b] a (b,c]. Pak f, = f na [a,c].
Reseni: Pravda. Zvolme & > 0. Pak 3n; tak, 7e Vz € [a,b] Vn > ny je

[fnl(z) = f(2)] <e.

Stejné tak dng tak, ze Vo € (b, ] Yn > no

[fn(z) = f(2)] <e.

Zvolme tedy € > 0 a poloZzme ny = max{nj, na}. Pak pro Vz € [a, ] je

[fn(z) = fz)] <e.

(b) Necht f, = f na mnozinach Ay, As, ..., Ay Pak f, = f na UM, A;.
Reseni: Pravda, analogicky (a).

(c) Necht f, = f na mnozinich A;, Ao, .... Pak f, = f na |J;2, 4.
ReZeni: Nepravda. Protiptiklad: f, = 2™, 4; = [0,1 — 1/i].

loc
(d) Necht K je kompakt. Pak f, = na K pravé tehdy, kdyz f, = na K.
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Reseni: Zjevné plati "=".
loc

Pro "<" predpokladejme, Ze f, =. Tedy pro kazdé x € K existuje oteviené okoli B,

tak, ze f,, = na K N B;. Systém B, tvori oteviené pokryti K, tedy lze vybrat konecné

podpokryti. Tvrzeni pak plyne z (b).

3. (https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/MA4_cviceni.pdf)

Necht f, f, : [0,1] = R

Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni:

(a) fn = f na [0,1] pravé tehdy, kdyZ existuje mnozina E C [0,1], E je miry 0 a
fn= fnal0,1]\ E.
ReSeni: "=" zjevné plati.
"<" neplati. Protipfiklad: uvazujme posloupnost funkci f, = D(x) na [0,1]
(Dirichletova funkce). Pak f, =2 0 na [0,1] \ Q, ale f,, 72 0 na [0, 1].

(b) Necht f,, f jsou spojité. Pak f, = f na [0,1] pravé tehdy, kdyz fol |fn(t) —

f(@®)|dt — 0.
Reseni: "=" mame vétu (nebo Lebesgueovu vétu z miry). Lze i pfimo. Z definice
mame
Ve > 03ng : Vo € [0,1],Vn > ng : |fu(z) — f(2)] < &.
Pak

‘Ava—ﬂs[ﬁn—ﬂ<eﬂ

Odtud folfn—f = 0. Tedy folfn — folf. (Pozn.: funkce f,, f jsou spojité, interval
[0,1] je omezeny.)
"<=" neplati. Protipiiklad: uvazujme posloupnost funkci

1—nz, ze€l0,1],

0, T € [%,

Polozme f(0) =1, f(z) = 0 pro x # 0. Dale

1 1 1 1
/Olfn—f’—/ofn—z'n—”)-
Ale fo  f.

(c) Necht f,, f jsou spojité. Pak f, = f na [0, 1] pravé tehdy, kdyZ existuje mnozina
E C0,1], Ejemiry 0 a f, = f na [0,1]\ E.
Regeni: "=" zjevné plati.
"<" plati. Zvolme £ > 0. Pak Ing: Vn > ng Vo € [0,1] \ E : |fu(z) — f(2)| < &.
Uvazujme n > ng a x € [0, 1]. Pak ze spojitosti f, a f 32, € [0,1] \ E:

‘fn(fn) - fn(x)| <é

|f(#n) — f(2)] <e.
Celkem

[fu(@) — f2)] < |fa(x) = fu(@n)| + | fo(@n) = F(@)| + |f(2n) — f(2)] < 3e.
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Kompaktni metrické prostory

Definice 1. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloup-
nosti prvka X lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Uloha 2. Pomoci definice ukazte, Ze interval (0, 1] neni kompakt.

Resent: Uvazujme posloupnost z,, = % Pak lim,, ;oo z,, = 0, ale 0 nepatii do zadaného

intervalu. Navic pro kazdou podposloupnost bude platit totéz. Coz je spor s definici.

Definice 3. Necht (X, p) je metricky prostor, necht A, B C X jsou neprazdné mnoZiny.
Vzdalenosti mnoZin A a B rozumime

p(A, B) = inf{p(z,y),z € A,y € B}.

Uloha 4. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X je neprazdna kompaktni mnozina,
B C X je neprazdné uzaviena mnozina. Dokazte, Ze je-li AN B = (), pak je p(A, B) > 0.
ReSeni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Pro spor pfedpokladejme, ze

p(A, B) = inf{p(z,y),z € A,y € B} = 0.

Tedy existuje posloupnost uspofadanych dvojic (z,,y,) takova, ze z, € A, y, € B a
limy, 00 p(Zn, yn) = 0.

Zaroven lze Tici, ze a limy, o0 p(2n, B) = 0.

Protoze A je kompakt, lze z posloupnosti z,, vybrat konvergentni podposloupnost z,, —
z, kde x € K.

Navic plati, ze p(z, B) = 0 (Ize ukazat sporem). Pak ale z € B. Protoze B je uzaviena,
tak B = B, tedy = € B.

Tedy © € AN B, coZ je spor.

Uloha 5. Najdéte metricky prostor (X, p) a mnoziny F, K C X takové, Ze F je uzaviena,
K je kompaktni a zaroven neexistuje dvojice bodtu z € K a y € F takova, ze p(F,K) =
p(x,y). (Vzdéalenosti F' a K se ,nenabyva“.)
Reseni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
Polozme X = Q s py. Uvazujme mnozinu F = {(1 + %)",n € N}. Plati, ze posloup-
nost x, = (1 + %)” je rostouci a lim, o , = e. MnoZina F' je uzaviena (nelze z ni
vykonvergovat, protoZze jsme v prostoru Q).
Dale polozme K = {3}. Jednoprvkova mnozina je zjevné kompaktni.
Pak

p(F,K)=inf{|]3 —z|,z € F} =3 —e.
Tedy infimum by se nabylo v bodé e &€ F', tedy jsme hotovi.
Definice 6. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Primérem mnoziny A rozumime
¢islo
0, A=9,

diam A =
{Sup{p(w,y); r,y € A}, AF#0.

Uloha 7. Necht (X, p) je kompaktni metricky prostor. Dokazte, Ze existuji body z,y €
X takové, ze p(x,y) = diam(X).
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Reseni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
Oznacme d = diam(X).
7 definice suprema existuji posloupnosti x,,y, v X takové, ze

lim p(z,,yn) = d.
n—oo

Protoze X je kompakt, lze najit konvergentni podposloupnosti z,, — = a y,, — v.
Navic plati

lim p(zn,,Yn,) = d.

k—o0

Pak ale p(z,y) = d:
Zvolme € > 0. Pak existuje kg takové, Ze pro kazdé k > kg plati

p(Tn,,x) <&, P(Ynysy) < €, P(Tny, Yny,) < d + €.

Pak
p(z,y) < p(x,2n,) + p(Tny, Yni) + P(Yny, ¥) <e+d+e+e.

Definice 8. Mnozina M C X se nazyva omezend, jestlize K diam(M) < K.

Véta 9. Necht (X, p) je metricky prostor a K C X je kompaktni. Potom K je omezena
a uzavrena.

Poznamka 10. Ozna¢me [*° prostor vSech omezenych redlnych posloupnosti {z,} a cg
prostor vSech (omezenych) realnych posloupnosti s lim,, o x, = 0. Oba s metrikou

poo(xay) = Sup |5L‘n - yn|'
neN

Uloha 11. Uvazujte prostor [*°. Ukaite, 7e ¢y neni kompaktni podprostor 1°°.
ReSeni: Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=755271223

Uvazujme posloupnosti z* tvaru
n, k=n,
ak =
0, k#n.

Pak lim,, oo 78 = 0, tedy {z£} € co.
Zaroven pro konstantné nulovou posloupnost y méame

k
p(x",y) = k.
Tedy mnozina cy neni v [*° omezend, tedy nemiize byt kompaktni.

Poznamka 12. Kompaktni metricky prostor lze ekvivalentné definovat i takto:
Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdého otevieného pokryti
lze vybrat konecéné podpokryti.
Neboli: Necht {A;,i € I} je systém otevienych mnozin v X takovy, ze X C UA"‘
(systém muZze byt spocetny, nespocetny. . .) !
Pak existuje kone¢ny systém J C I tak, ze X C U A;.

e
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Uloha 13. (a) Ukaite, Ze priinik libovolného po¢tu kompaktnich mnozin je kompak-
tni.
Reseni: Uvazujme K = (),;
Plati, Ze kazda kompaktni mnoZina K; je uzaviena. Dale plati, Ze prinik uza-
vienych mnozin je uzavienad mnozina, tedy K je uzaviena.

K;, kde K; jsou kompaktni a I je systém indexi.

Zaroven K C K; pro vSechna ¢ € I. Vime, Ze uzaviend podmnozina kompaktu je
také kompakt. Tedy jsme hotovi.

(b) Ukazte, Ze sjednoceni kone¢ného po¢tu kompaktnich mnozin je kompaktni. Ukazte,
Ze pro nekonecné sjednoceni to nemusi platit.
Regeni: Uvazujme K = K1 UKo U---U K, kde K; jsou kompaktni.
Déle necht G je oteviené pokryti K. Pak ale G je i oteviené pokryti pro kazdé K;.
Tedy lze vybrat koneéné podpokryti G;.
Polozme G = G1 UGy U---UG,,. Pak G je kone¢né podpokryti pro mnozinu K, tedy
K je kompakt.
Nekone¢né sjednoceni: uvazujme K; = [—i,4| v prostoru R. Pak K; je kompaktni
(z kazdé omezené posloupnosti totiz lze vybrat konvergentni podposloupnost), ale

UK =R,

coz je neomezend mnozina, tedy neni kompaktni.

Véta 14 (Nutna podminka kompaktnosti). Necht (X, p) je metricky prostor. Necht
existuje posloupnost {z,} prvkia X a § > 0 takova, ze

Vm,n € Nyn #m: p(xpm,Ty) > 0.
Pak X neni kompaktni.

Uloha 15. Pampeliskovy prostor definujeme nasledovné.
Polozme X = R?, pro prvky A = [a1,as], B = [b1, by] pak mame metriku

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
\/a% + a3 + \/b% + b3, jinak.

p(A,B) = {

Rozhodnéte, zda v pampeliskovém metrickém prostoru plati, Ze kazd4 omezena a uza-
viend mnozina uz je kompaktni.
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ReSeni: Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/me
tricke-prostory-pro-obrazovku.pdf?so=nx

Uvazujme kruznici 2 + 2 = 1 (obycejna kruznice z prostoru R?).

Pak pro kazdé dva body a # b mame p(a,b) =1+ 1= 2.

Tedy méme (dokonce) nespocetné bodii z Véty 14 a prostor neni kompaktni.

Uloha 16. Uvazujte jednotkovou kouli v prostoru [*°. Ukaite, Ze pFestoZe jde o omezenou
mnozinu, tak neni kompaktni.

ReSeni: Zdroj: https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=755271223
Jednotkova koule je omezena mnozina (kazda koule je z definice omezend mnozina).
Ukazeme, ze neni kompaktni. UvaZzujme posloupnosti e,, n € N, tedy posloupnosti,
které maji pravé na jednom misté 1, jinak obsahuji samé 0. Pak pro n # m mame

plen, em) = 1.
Tedy z Véty 14 jednotkova koule nemuze byt kompaktni.

Véta 17 (Kompaktnost v R™). Necht K C R™. Pak K je kompaktni pravé tehdy, kdyz
je omezena a uzavriena.

Poznamka 18. (Podle https://www.physics.muni.cz/ tomtyc/teorfyzzaj/frakt
aly_chaos-MSarbort.pdf.)
Cantorovym diskontinuem rozumime mnozinu vzniklou nasledujicim postupem:
(a) Ozna¢me Cj = [0, 1].
(b) Z této mnoziny ,,vyndame prostiedni tfetinu“ - interval (%, %) Zbylou mnoZinu
oznatme C1, tedy Cy = [0, 3] U[3,1].
(c) Z intervali mnoziny Cj opét vyjmeme prostfedni tietiny. Ziskime mnozinu Cy =
1 2 1 2 7 8
0,5]U[5,3]VI[3, 5l U5, 1]-
(d) Postup iterujeme, vyndavame dal3i tfetiny a definujeme mnoziny C,,.

(e) Cantorovo diskontinuum je pak definovano jako CD = ﬂ Ch.
n

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Uloha 19. Ukaite, 7e Cantorovo diskontinuum je kompaktni mnozina.

ReSeni: Protoze jsme na R, tak stad ukazat, ze CD je omezena a uzaviena mnoZina.
Mame C'D C [0, 1], tedy je omezené.

Dale CD = (), Cy, tedy je prinikem uzavienych mnozin, tedy je uzaviena.

Tedy Cantorovo diskontinuum je kompakt.
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