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Piiklady

1. Necht f:[0,1] — R. Které implikace mezi néasledujicimi tvrzenimi plati?
(a) Funkce f je spojita a |f(x)| < 1 pro kazdé = € [0, 1].
(b) Funkce f je spojita skoro vsude a |f(z)| < 1 pro kazdé x € [0, 1].
(c) Rada oo (f(z))™ je stejnomérné konvergentni na [0, 1].

2. Pravda nebo nepravda?
(a) Necht f, = f na intervalu [a,b] a (b,c]. Pak f, = f na [a,c].
(b) Necht f, = f na mnoZinach Ay, Ag, ..., Apr. Pak f, = f na UM, A,
(c) Necht f, = f na mnozinach A, Ag,.... Pak f, = f na [J;2; A;.

(d) © Necht K je kompakt. Pak f, = na K pravé tehdy, kdyz f, lO:C; na K.
3. (https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/MA4_cviceni.pdf)
Necht f, f, : [0,1] = R
Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni:
(a) fn = f na [0,1] pravé tehdy, kdyZ existuje mnozina E C [0,1], E je miry 0 a
fn=fmnal0,1]\ E.
(b) Necht f,,f jsou spojité. Pak f, = f na [0,1] pravé tehdy, kdyz fol | fu(t) —
f()|dt — 0.
(¢) Necht f,, f jsou spojité. Pak f, = f na [0, 1] pravé tehdy, kdyZ existuje mnozina
E cC0,1], F jemiry 0 a f, = f na [0,1] \ E.

Kompaktni metrické prostory

Definice 1. Rekneme, 7e metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloup-
nosti prvka X lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Uloha 2. Pomoci definice ukazte, Ze interval (0, 1] neni kompakt.

Definice 3. Necht (X, p) je metricky prostor, necht A, B C X jsou neprazdné mnoziny.
Vzddlenosti mnoZin A a B rozumime

p(A, B) = inf{p(z,y),z € A,y € B}.
Uloha 4. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X je neprazdna kompaktni mnozina,
B C X je neprazdna uzaviena mnozina. Dokazte, Ze je-li AN B = (), pak je p(A4, B) > 0.

Uloha 5. Najdéte metricky prostor (X, p) amnoziny F, K C X takové, 7e F je uzaviena,
K je kompaktni a zéroven neexistuje dvojice bodu z € K a y € F takova, ze p(F,K) =
p(x,y). (Vzdéalenosti F' a K se ,nenabyva“.)

Definice 6. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Primérem mnoZiny A rozumime
¢islo
0 A=
diam A =< 0,
sup{p(z,y);z,y € A}, A#0.
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Uloha 7. Necht (X, p) je kompaktni metricky prostor. Dokazte, Ze existuji body z,y €
X takové, ze p(z,y) = diam(X).

Definice 8. MnozZina M C X se nazyva omezend, jestlize 3K diam(M) < K.

Véta 9. Necht (X, p) je metricky prostor a K C X je kompaktni. Potom K je omezena
a uzavrena.

Poznamka 10. Ozna¢me [*° prostor vSech omezenych redlnych posloupnosti {z,} a cg
prostor vSech (omezenych) realnych posloupnosti s lim, o x, = 0. Oba s metrikou

Poo (T, 1) = SUP [Zn — Ynl.
neN

Uloha 11. Uvazujte prostor [*°. Ukazte, Ze ¢y neni kompaktni podprostor [*.

Poznamka 12. Kompaktni metricky prostor lze ekvivalentné definovat i takto:
Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdého otevieného pokryti
lze vybrat koneéné podpokryti.
Neboli: Necht {A;,i € I} je systém otevienych mnozin v X takovy, ze X C UAi.
(systém muZe byt spoetny, nespocetny. .. ) !
Pak existuje konecny systém J C I tak, ze X C U A;.
ieJ
Uloha 13. (a) Ukaite, Ze priinik libovolného poc¢tu kompaktnich mnozin je kompak-
tni.
(b) Ukazte, Ze sjednoceni kone¢ného po¢tu kompaktnich mnozin je kompaktni. Ukazte,
ze pro nekonecné sjednoceni to nemusi platit.

Véta 14 (Nutnd podminka kompaktnosti). Necht (X, p) je metricky prostor. Necht
existuje posloupnost {z,} prvka X a ¢ > 0 takova, ze

Vm,n € N,n#m: p(zm, ) > 6.

Pak X neni kompaktni.
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Uloha 15. Pampeliskovy prostor definujeme nasledovné.
Polozme X = R?, pro prvky A = [a1,as], B = [b1, by] pak mame metriku

V(a1 —b1)2 + (ag — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
Vai + a3 + /b3 + b3, jinak.

p(A,B) = {

Rozhodnéte, zda v pampeliskovém metrickém prostoru plati, Ze kazdé omezena a uza-
viena mnozina uz je kompaktni.

Uloha 16. Uvazujte jednotkovou kouli v prostoru [*°. Ukaite, Ze piestoze jde o omezenou
mnozinu, tak neni kompaktni.

Véta 17 (Kompaktnost v R™). Necht K C R"™. Pak K je kompaktni pravé tehdy, kdyz
je omezena a uzaviena.

Poznamka 18. (Podle https://www.physics.muni.cz/ tomtyc/teorfyzzaj/frakt
aly_chaos-MSarbort.pdf.)

Cantoroviym diskontinuem rozumime mnozinu vzniklou nasledujicim postupem:
(a) Oznatme Cy = [0, 1].
(b) Z této mnoziny ,vynddme prostiedni tietinu“ - interval (3, %). Zbylou mnoZinu
oznatme Cy, tedy Cy = [0, 1] U [3,1].
(¢) Z intervali mnoziny C opét vyjmeme prost¥edni tfetiny. Ziskdme mnozinu Cy =
1 21 2 7 8
[0,5] U531 VI3, 5l U[5, 1]
(d) Postup iterujeme, vyndavame dalsi tfetiny a definujeme mnoziny C,,.
(e) Cantorovo diskontinuum je pak definovano jako CD = m Ch.

n

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Uloha 19. Ukaite, ze Cantorovo diskontinuum je kompaktni mnozina.

‘114njodpod gugeuoy jeiqha oz] 11Anjod oyguaiaelo A z = 1dy (Pg)
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