3. cviceni - Rady funkei
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Vysetfete konvergenci fad - zjistéte, pro jaka x fady konverguji (jako fady ¢isel); na
jakém intervalu fady konverguji stejnomérné a lok. stejnomérné; na jakém intervalu je
soucet fady spojita funkce?

oo
(a) Y a"
n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: Jde o geometrickou fadu, kterd konverguje pravé pro
x € (—1,1).
e Stejnomérna konvergence pro x € (—1,1).
Z prednasky vime, 7e ™ £ na (—1,1). Tedy fada nespliuje nutnou podminku
konvergence.
Zaver: > > " A na (—1,1).

n=1
e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme interval [—a,al, kde 0 < a < 1.
Zafixujme n a hledejme

on = sup{|z"|,z € [—a,al}

Z¥ejmé o, = a". Protoze fada ) -, a" konverguje (jako fada ¢isel, jde o
geometrickou Fadu), tak z Weierstrassova kritéria

an = na [—a,al,
n=1

tedy

loc

an = na (—1,1).
n=1

e Protoze x™ jsou spojité funkce, tak z véty o fadé a spojitosti plyne, Ze soudet
fady je spojita funkce na (—1,1).

(b) SanT
n=1

ReSeni: Pracujeme na mnoziné (—1,0) U (0,1). Jinak lze pfevést na piedchozi
pfipad.

oo
(c) Z gle
n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: Pro x = 0 zjevné konverguje.
Pro z > 0 mame geometrickou rfadu

()

n=1
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ktera konverguje.
Pro z < 0 nenf splnéna nutna podminka konvergence, protoze lim,, _,o, z2e ™" =
00.
Bodové konverguje tedy pravé pro x € [0,00).
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

2

x
Op =Sup\y |—
e

nT

,a:e[o,oo)}.

Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

Nulové body: = = %

Krajni body: f,(0) =0,
lim f,(z)=0.

T—00

2 4
on = In (n) T n2e?

Navic fada 3°° | —; konverguje, tedy

n=1 n2e2
[e'S)
> fn =
n=1

Tedy supremum je

na z € [0, 00).
ProtoZze f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je

tamtéz spojita i funkece f =307 fn.

(d) Z:U”e_m, z € [0,00)
n=1

Regeni:
e Bodova konvergence:
Pro x = 0 jde o nulovou fadu, tedy konverguje.
Pro z € (0,00) je z Cauchyova kritéria

lim Vare "t = ze ™ < 1,

n—oo

coz lze zjistit z prubéhu funkce xe™*.

Tedy fada konverguje pro x € [0, 00).

e Stejnomérna konvergence pro x € [0, 00). Zafixujme n a hledejme
On = SUP{’$n€_nx|v$ € [Oa OO)}
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci. Mame

(e ) = na" (1 — x)
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Nulové body: x = 1. Mame
[ful(1) =™
Krajni body:
| fn](0) =0, le |z"e " = 0.

Tedy o, = e™".
Protoze fada ), ; e~ ™ konverguje (jako fada ¢isel, jde o geometrickou fadu),

tak z Weierstrassova kritéria

o0
> fa= naf0,00),
n=1
e Protoze f, jsou spojité funkce, tak z véty o fadé a spojitosti plyne, Ze soucet
fady je spojita funkce na [0, 00).
(e) i T
nt + z2
73:1
Reseni:
e Bodova konvergence: Radu ma smysl vySetfovat jen pro x > 0. Rada pak
konverguje, LSK s %

e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme
ny/x
Opn = Sup { VT

nt 4+ 22
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

( nyz )’ n(n* — 322)

i 2?) T 2yz(nt + 22)?2

,336[0,00)}.

Nulové body: = = \”/—23
Krajni body: f,(0) =0,
lim f,(z)=0.

T—00

Tedy supremum je

n? n-as Yo7
anzfn<ﬁ)= %

4
Navic fada 3.°° | Y27 konverguje, tedy

n=1 4n?2
)
=
n=1

na z € [0, 00).
Protoze f, jsou spojité funkce na [0,00), tak dle véty o fadé a spojitosti je
tamtéz spojita i funkee f =307, fn.
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oo
nx

f o
( ) Z 1+ ndx2

73:1

Reseni:

e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro z € R. Na celém R fada konver-
guje (LSK s n—14, pro x = 0 je identicky nulova).

e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme
nx
op = Su —_—
" PUT+ o2

,T € R} .
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:

nx ! ~ n(l—ndz?)
1+nd22) (1 +ndx2)?2
Nulové body: = = :I:ﬁ.
Krajni body:

lim f,(x)=0.

r—+o0o

Tedy supremum je

1 1
on = fn <n5/2> T 9p3/2

Navic fada > ; # konverguje, tedy

=
n=1

na x € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz

spojita i funkce f =", fn.

o0 2

x
(g) Z 1+ n2x2
75:1
Reseni:
e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro x € R. Na celém R fada konver-
guje (LSK nebo SK s #, pro x = 0 je identicky nulova).

e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N. VySetiujeme

,:CE]R}.

x? 22 1

< —
14+ n2z2 — n2z2 n2

112
op = Sup 71 T 17,2;1,‘2

Odhady pro x # 0:

Pro x = 0 je také
2
1
R
1+ n22? n?

IA
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Tedy supremum

Navic fada > 7, # konverguje, tedy

=
n=1

na r € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé€ a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =", fn.

oo

1
W) D e

n=1
Reseni:
e Bodova konvergence: pro x = 0 fada ziejmé diverguje, pro x # 0 konverguje
srovnanimm s #

e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetifujeme

,xeR\{O}}.

1
on = {|

Pro bod =z = % mame

Ale >, % = 00, tedy o stejnomérné konvergenci nelze rozhodnout.
Zkusime vySetfit nutnou podminku. Mame f, — 0. Ale 0, = % #4 0, tedy

neni splnéna nutna podminka konvergence a fada

d A
n=1

na R.

e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme interval [a, 00), kde 0 < a (ana-
logicky (—o0, —al] pro (—o0,0)). Zafixujme n a hledejme

On :sup{1 € [a,oo)}

x
1+ n2x2’

1 . 0 o n (s . <
o7 ProtoZe fada > oy @™ konverguje (jako fada cisel, lze

srovnat s #), tak z Weierstrassova kritéria

Ziejmé o, =

an = na [a,00),
n=1

tedy

loc

Z fn, = na (0, 00).
n=1
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Analogicky
[ee]
> fo = ma(—oo,—al,
n=1

tedy

loc

an = mna (—o00,0).
n=1

Protoze f, jsou spojité funkce na (—o0,0) a na (0,00), tak dle véty o fadé a
spojitosti je tamtéz spojita i funkce f =37, fn.

> 2z
. ¢ 2
(1) Zarc an (1‘2 n n3>
73:1
Reseni:
e Bodova konvergence: Pro xz = 0 zjevné konverguje. Pro z # 0 konverguje z
LSK s 4.
n

e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetifujeme

t 2 eR
op = su arctan | ——= ||,z .
" P 22 +n3 )|’
Extrémy budeme hledat pomoci derivaci:
2z ! 2 (—ZE2 + n3)
arctan | ——— = 5
v +n 422 + (22 4+ n3)
Nulové body: x = +v/n3.
Krajni body:

lim f,(xz)=0.

xr—r+00

Tedy supremum je

3

2V 1
On = |fn‘ (i\/ n3) = arctan o arctan ——

213 n3 /2

Navic fada )2 ;| arctan # konverguje srovnanim s 713%, tedy

=
n=1

na x € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkee f =77, fn.
2. sin(n’z)
0 > =
n
73:1
Resent:
e Bodova konvergence: pro x € R méame

sin(n?x)

n2
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e Stejnomérna konvergence Stejné tak lze odhadnout supremum

Protoze ) 7, 712 konverguje, tak

=
n=1

Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkee f =37, fn.
2. cos(nz)
Q:l
ResSeni:
e Bodova konvergence: Radu vySetfujeme pro x € R. Na celém R fada konver-
guje (SK s L).
e Stejnomérna konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

an:sup{ M ,xE]R}.
Odhady
cos(nz)| _ 1
ne —ne

Navic fada 3°° | L konverguje, tedy

n=1 no«
[e's)
=
n=1

na x € R.
Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =", fn.

(1)®glog<1+ o )

nlog®n
Regeni:
e Bodova konvergence: Radu vySetiujeme pro z € R. Mame odhad log(1+t) < ¢

z ~ 2 . v
Navic fada >, —o5— konverguje pro viechna z € R.

e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N. VySetfujeme

72
an—sup{log(l—i—m) ,a?E]R}.
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Krajni body:
72
lim log <1 + 2) = 00
T—00 nln“n
Tedy supremum
Op = 00,

tedy Y -7, o, nekonverguje, tedy takto o stejnomérné konvergenci fady nelze
rozhodnout.

e Nutné podminka: Bodova limita: zafixujeme x € R, pak

2
lim log <1 + :”2> — 0.

n—00 nln“n

Supremovy test: Nebot o, = 0o, tak mame

fn 22 naR.

e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme interval [—a, a], kde 0 < a. Zafix-
ujme n a hledejme

22
Op = Sup {log <1 + 2) ,x € [—a, a]}
nln“n

Ziejmé o, = %. Protoze fada ), o, konverguje, tak z Weierstrassova
kritéria -
an = na [—a,al,
n=1
tedy
e loc
Z frn = naR.
n=1

Protoze f, jsou spojité funkce na R, tak dle véty o fadé a spojitosti je tamtéz
spojita i funkce f =", fn.

2. Vysetiete konvergenci fad (mize dojit na BC podminku).

o

@ X e

n=1
)

0 X

n=1

= 2x
(C) ZID<I+M>,$G[O,OO)
n=1
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Priklad 13.8. Rada

(39) ka(ac), kde fi(z) := z"e™* pro viechna z € R,
k=1

diverguje pro vSechna z € R_, konverguje pro vSechna x ¢ RSL. Protoze pro kazdé
z e Rje fi(x) = ka*~1(1 — x), protoZe se tato derivace v R rovna 0, pravé kdyz
je x = 1, a protoze f(0) = fp(+o0o—) =0, fr(1) = e~¥, nabyva nezdporna funkce
f&|RY v bodé 1 svého maxima. (Sr. s V.8.2.)

Konvergentni fada Y .-, e " je tedy majorantou v R fady (39), kterd tam
proto podle srovnavaciho kritéria konverguje stejnomérné.

Priklad 13.9°. Porovnejme stejnomérnost konvergence fad o ¢lenech

—_—

2

gu(w) = —

(40) \fk(x) : = T ka2’

B x
T+ k222
kde k € Na z € R. Ob& fady > po; fx(0), Y pe; g9x(0) jsou nulové, tedy konver-
gentni; je-li x #£ 0, je

lz| 1 x? < 1

k22 2|z 272 — k27

(41) | fr(2)| <

o

7Z toho plyne, ze

oo [ee]
(42) fada Z [ konverguje v R bodové, rada Z g Stejnomérnd.
k=1 k=1

Z prvniho odhadu je zaroveti patrné, ze |z| > 6 > 0 = |fr(x)| < 1/k%5, takze
(podle V.13.13)

(o)
(42) fada Z fx konverguje stejnomérné v R — U(0, §) pro kazdé § € R, .
k=1

Ukazme, Ze fada

(43) Z fx nekonverguje stejnomérné v Zadném P*(0) a v zddném P~ (0);
k=1

vzhledem k lichosti funkci fi sta¢i nestejnomérnost konvergence dokazat jen pro
intervaly tvaru (0,9), kde 6 € Ry. K tomu stadi ovéfit neplatnost prislusné BC
podminky, tj. platnost jeji negace, ktera zni:

(44) Existuje e ¢ Ry tak, Ze pro kazdé ng € N existuje n > ng, pc N a x € (0,9)
tak, Ze | ZZ:£+1 fe(@)] >e.

V nasem piipadé vsak plati dokonce toto silnéjsi a konkrétnéjsi tvrzeni:
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1 1

2n
1y 1
4 RS 2y
(45) n>g5 = 5, (0,9, k_szk(%) =

Z nerovnosti k < 2n totiz plyne, Ze k/2n < 1, takze 1 + (k/2n)2 <2 a

1

f’“(%) = o+ (k2n)?) = ﬁ

Résumé. Pres podobnost funkei (40) se obory stejnomérné konvergence piislus-
nych fad podstatné 1isi: Druha rada konverguje stejnomérné v R, prvni konverguje
stejnomérné v intervalu I C R, pravé kdyz neni 0 € I, takZe jeji konvergence je
lokélné stejnomérnd v R — {0} a nestejnomérnd v kazdém P (0) i v kazdém P~ (0).

Podstatny rozdil v chovani obou fad zptisobil faktor x, kterym se gy (z) lisi od
fx(z) a ktery podstatné zmensil hodnoty funkei gx(x) v blizkosti poc¢atku.

Poznamka 13.8. Jsou-li splnény pfedpoklady srovnavaciho kritéria (V.13.13),
konverguji obé fady > pe; fi, Dpeq |fi| stejnomérné; nekdy se v takové situaci
iiké, ze fada >, ; fr konverguje absolutn& stejnomérng. Poznamenejme, Ze v tvr-
zeni V.13.13 by stacilo uvést, Ze stejnomérné konverguje fada > -, | fx|, protoze
stejnomérnou konvergenci fady >, f pak jiz zaru¢uje BC kritérium.

Stejnomérné konvergujici fadu, pro niz fada pfislusnych absolutnich hodnot di-
verguje, lze sestrojit velmi snadno. Ctenaf, ktery by nebyl spokojen s neabsolutné
konvergentni fadou o ¢lenech f, := (—1)* /k (ackoli je to zcela pravoplatny piiklad,
protoze konvergentni fady s konstantnimi ¢leny nejsou ,,zakazany“ a konverguji sa-
moziejmé stejnomérné), mize vySettit napi. fadu

> (-1 gu(@), kde gi(x) := M,

k=1

ktera podle Abelova kritéria konverguje stejnomérné v R, zatimco Fada Y .o gk
prislusnych absolutnich hodnot vsude v R diverguje, protoze pro vsechna = <€ R je
gk () > gr(0) > m/4k.

Miize se vSak stat, ze fada > ,-; fx na néjaké mnoziné X konverguje absolutné
i stejnomerné, nikoli vSak absolutné stejnomeérné; ukazuje to tento priklad:

Budte fi funkce z P¥.13.9, polozme

(46) hgk,1 = fk, hgk = —fk pro kazdé k e N

a Sy, Tesp. o, necht je n-ty casteny soucet fady > o, hi resp. Y o |hi|. Je ziejmé,
ze pro kazdé n € N je pak
(47) san—1(z) = fu(z)

T

T T =

a protoze nerovnosti | fn(z)| < fn(1/n) < 1/2n plati pro vSechna x € R a vSechna
n € N, je s, — 0 stejnomérné v R.
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Metody feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

minulém ptikladé. Nasledujici priklad ukazuje, ze Weierstrassovo kritérium neni
nutnou podminkou pro stejnomérnou konvergenci ani v kombinaci s §86.

Piiklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada > a,(x),
n=1
kde
sinz  pro x € (0,7),
ay(z) =
0 pro z € R\ (0,7);
1
an(z) = —a1(x —(n—1)m) proxr € Ran>27
n

Reseni. Rada zfejmé konverguje pro kazdé x € R, protoZe a,(x) je nenulové nej-

(e @)
vyse pro jedno n € N. Pfitom a,(z) > 0 a max an(z) = L. Rada ) I diverguje,
TE n=1
Weierstrassovo kritérium tedy pouzit nelze.
Nicméné, oznacime-li s(z) soucet a s, (x) n-ty ¢asteény soucet nasi rady, plati
max |s(z) — sp(x)| = %H, fada tedy konverguje stejnomérné na R. [

§88.  Ekvivalentni podminkou pro stejnomérnou konvergenci fady je Bolzano-
Cauchyova podminka.
o
o

n
nttz2 °

Rada Y an(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M, prdvé kdyz
n=1

D aniil(a

(Ve > 0)(3no € N)(Vn € N,n > ng)(Vp € N)(Va € M) (

o0

Piriklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné fada »
n=1

Reseni. 7 limitniho srovnavaciho kritéria plyne (viz §43), ze nase rada je (abso-
lutné) konvergentni pro kazdé x € R. Oznacme a,(z) = > a zkusme opét najit
maximum funkee |a,(z)].

n4+a;

4 2
Proxz € R je a/,(z) = % Proto je funkce a, klesajici na (—oo, —n?|,
rostouci na [—n? n?] a klesajici na [n?,00). Protoze limita funkce a,, v —oo i

v +oo je rovna 0, je v bodé —n? minimum a v bodé n? maximum. Je tedy

maﬂ§<|an(:v)| = an(n?) = 1/2n. Rada ) 1/2n je vSak divergentni, a tak nelze
T n=1

pouzit Weierstrassovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci na R.

Kdyz si vsak uvédomime, co jsme zjistili o monotonii funkci a,, vidime, ze
z Weierstrassova kritéria plyne stejnomérnd konvergence nasi fady na intervalu
[T, T] pro kazdé T € (0, 00). Zduvodnéme to podrobné:
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Konvergence rad funkci 13.

Je-li ¢ € [-T,T) a n > VT, pak |an(x)| < a,(T). Pfitom fada > a,(T)
n>VT
konverguje (fada ze zadani konverguje pro kazdé x € R, a tedy i pro T'). Proto fada

> an(x) konverguje stejnomérné na [—T', T'| dle Weierstrassova kritéria. Dle §86

n>VT
na tomto intervalu konverguje stejnomérné i rada ze zadani.

To, Ze fada nekonverguje stejnomérné na (7', 00) pro zadné T' € R dokazeme
pomoci Bolzano-Cauchyho podminky. Je totiz

= o x~ (n+k)n? = n? n? B
Zan+k(n )_g(n+k)4+n4 ZZman—l/ui

Zvolme tedy ¢ = 1/16. Je-li ng € N, vezméme n € N takové, ze n > ng a
n? > T, dale polozme p = n a x = n?. Pak uvedeny vypodet ukazuje, Ze neni spl-
néna Bolzano-Cauchyho podminka, konvergence tedy neni na (7', 00) stejnomérna.
Podobné, nebo s vyuzitim faktu, ze funkce a,, jsou liché, vidime, ze fada nekonver-
guje stejnomérné na (—oo,T) pro zadné T € R.
Shriime vysledky: Rada konverguje bodové na R, stejnomérné na kazdém ome-
zeném intervalu, na zadném neomezeném intervalu konvergence stejnomérna neni.
|

§89.  Jednou z postacujicich podminek pro stejnomérnou konvergenci ne nutné
absolutné konvergentnich fad je Dirichletovo kritérium.
o
Rada > an(z)by(z) konverguje stejnomérné na mnoziné M, jestlize jsou spl-

n=1

nény nasledujici podminky:

o0
(i) Cdstecné soucty fady > an(x) jsou stejné omezené na M (tj. existuje takové
n=1

N
K eR, Ze pro kazdé x € M a N € N je | > an(z)] < K).
n=1

(ii) Posloupnost {b,(x)} je monotonni pro kazdé x € R a stejnomérné konverguje
k0.

Priklad Na kterych intervalech konverguje stejnomérné rada

> x
—1)" tg — 7
( )arcgn

n=1

Reseni. Pro x = 0 fada konverguje absolutné, pro x # 0 ziejmé konverguje podle

Leibnizova kritéria (ze konvergence neni absolutni lze zjistit napiiklad srovnanim
oo

s fadou > 1 pomoci limitniho srovnavaciho kritéria).
n=1
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12.5. POCETNT PRIKLADY KE STEJNOMERNE KONVERGENCI POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI{725

Zkoumejme nyni stejnomérnou konvergenci na intervalu [% + &

%] Zde plati

(4 cosz(7r + s))zn

pricemz
oo £+8))n

konverguje. Tedy >, fn = na [ + e, 2] dle Véty 12.3.3.
Naintervalu [Z, Z] pouzijeme Vétu 12.3.6. Rada 352, f/ll)_” totiz konvergu-
Ogn

27 3

je stejnomérné, pro kazdé x € [Z, 2] je {(4 cos? x)"} monoténni a (4 cos? x)"| <

1. Tedy

)n (4 cos® x)"

Zﬁm=z(
n=2 =

konverguje stejnomérné na [’2’, T] Tedy iy :; na (% 27”]
Na intervalu [43”, ST”) postupujeme obdobné.

Diky Vété 12.1.8 je tak f spojita na D(f).

Ukazme jesté, ze Y -, fn nekonverguje stejnomérné na (% Tﬂ] Kdyby tomu
tak bylo, tak z Véty 12.1.7 plyne existence vlastni limity

leéozf"( ) ‘NILOOZ \/@
coz neni pravda. .

12.5.18. Priklad. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokaln¢ stejnomérnou kon-
veregenci fady

Zlog(l—}— 22:_( ), x € [0, 00).

n=1

Resent. Jelikoz log(1+1) <t,t € [0,00), mdme pro f,(x) = log (1 + 2+ 2) odhad

o]

> S 2x 1
OSan(X)SZx2+n2 §2x2n—2<oo.

n=1 n=1 n=1

Tedy S nftyfu(x) konverguje na [0, 00).
Pro libovolny interval [0, ¢] téZ mame odhad

|ﬁun=ﬁuhg% x €[0.q)],

coz dle Véty 12.3.3 implikuje stejnomérnou konvergenci na [0. g].
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Rada viak nekonverguje stejnomérné na [0, 0o), nebot pro libovolné N € N
méame odhad
2N

2N N 2N
n;vfn(N) Zlog( N2+n2)2n;vlog(l+N2+(2N)2)

2 2
2N10g(1+m)—>§

Tedy Y 72, fu nespliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku na [0, o), takze dand
fada zde nekonverguje stejnomérné. *

12.5.19. Priklad. Nechta, € R,n € N, a xo € R jsou takové, ze rada

Qn

nxo
n=1

konverguje. Ukazte, ze pak rada konverguje stejnomérné na [xo, 00).
Reseni. Pro x € [xg, 00) mame
o0 o0
Y=y

nxo nx x0
n=1 n=1

Jelikoz Yy 72 | Au {nxlxo je monoténni omezena posloupnost, tvrzeni plyne

z Véty 12.3.6. ry
12.5.20. Priklad. Ukazte, Ze funkce

oo .
f(x)ZZSIIlnX, XER,

n3

N

S

n=1

ma spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na (0, 27).

Resend. Zjevné plati D(f) = R. Oznacme f,(x) = sinpx o uvazujme fady

> , cosnx ” sinnx
n;f,,u) Z Zf<x> Z —

n=1 n=1

1

Z odhadu | f,/(x)| = ;5 a Véty 12.3.3 plyne stejnomérna konvergence rady deri-

vaci na R. Z Prfkladu ?? plyne lokalné stejnomérnd konvergence fady Y .2, f,”

na (0,2m). Z Véty ?? a 12.1.8 tak plyne spojitost f' = > 2, f. na R a spojitost

S =302 £V na(0,2n). ry
12.5.21. Priklad. Dokazte, ze Riemannova funkce zeta
21
(x)=) —
n=1 n

splnuje ¢ € C*(1, 00).



Bonus

3. Ukazte, Ze konverguje-li fada ) 2, | f»| stejnomérné na (a, b), konverguje i fada > 2 | fn
stejnomérné na (a, b).
Reseni: Plyne z B-C podminky. Necht Y >° | f, konverguje stejnomérné na (a, b). Pak

Ve > 03ngVm,n, m >n > noVe € (a,b) : Z|fj(a:)] <e.
j=n

Zvolme € a uvazujme ng, m,n > ng jako vyse. Pak

>_Fi@)| < 2o lil@) <,

tedy > 07 | fn stejnomérné konverguje.

4. (a) Necht f, = f na (0,1). Muze byt f neomezena?

ReSeni: Ano.
L. 1,1 1 .
Uvazujme f, = - + ;. Pak f,, — £. Navic

1

ow=sup |fu—fl= sw |-

z€(0,1) z€(0,1)

Tedy f, = f. Ale f je neomezena na (0,1).

Necht f, = f na (0,1). Necht f, jsou omezené.

Reseni: Ne.

Muze byt f neomezena?

Zvolme € = 1. 7 definice stejnomérné spojitosti existuje ng takové, zZe pro kazdé

n>ngaxe(0,1)je

[fn(z) = f(2)] < 1.

Zvolme pevné n > ng. Protoze f, jsou omezené, tak existuje M > 0 tak, Ze pro

kazdé x € (0,1) je
|[fn(z) < M].

Dohromady pro kazdé = € (0,1) plati

[f (@) < [f(z) = fu(@)| + | fulz)] <1+ M.

Necht g, — ¢, g jsou omezené funkce. MuZe byt g neomezena?
ReSeni: Ano. Napf. g, = 5 na (0,1). Pak g, — 1 1gn| < n, ale 1 neni

omezena.

Matematicka analyza 4, 2024 /25, Kristyna Kuncova



