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1. Vygetfete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetfete stejnomérnou a
lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li feceno jinak, vySetiujte na R.

(a) fu(z) ="V na (0,1)
Resent:

e Bodova konvergence: Protoze pro z € (0,1) je vyraz x — 1 < 0, tak méme

lim e"=Y — .
n—oo

Tedy, f =0 pro z € (0,1).
e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{|fn(£) - f(x)|,3: € (O’ 1)}

Ziejmé plati, ze

on = fn(l) =1.
nh_}rrgoanzl#o.

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, ze

fn BT

na (0,1).
Pozn.: Lze FeSit i pfes Moore-Osgoodovu vétu. Pak pocitame limg, .

e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme 0 < a < b < 1 a interval [a, b].
Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fu(z) — f(2)], 2 € [a,b]}.

Vzhledem k monotonii e¥ mame

on = en(b—l)
a
lim o, =0
n—oo
Tedy
fanz2 f na [a, b.
Odtud

LS mao)
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O R

ResSeni:

na (0, 00)

e Bodova konvergence:

. nx . X
].11']:17 hmi
n—ool4+n+x n—>oo%+1-|—%

Tedy, f = x pro x € (0, 00).

e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = SuP{|fn(x> - f(a:)],:v S (0,00)}

Plati

713*332

fulo) = S0 = | Tt

V krajnich bodech je

) ‘ —r — x?
lim |————
z—oo |14+ n+x

)

tedy
nh_}rrolo on # 0.

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn BT

na (0, 00).
e Lokalné stejnomérné konvergence: Uvazujme 0 < a < b < oo a interval [a, b].
Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{|fn($) - f($)|,l’ € [avb]}'

MiuZzeme odhadnout

2

T+ 22 <3:2+:1:< b+ b2

—x—z?|
Cl4n4+zxz " 14n " 14+n+z

l+n+=x

Navic plati

b+ b?
im — =
n—soo l+n+x
Odtud
lim o, = 0.
n—oo
Tedy
=i na [a, b].
Odtud

loc

= f na (0,00).
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© fule) =B 1 (0,00)

ResSeni:

e Bodova konvergence: Ze gkaly (nebo LH) méme

lim log(nz)

n—00 n

=0

Tedy, f =0 pro = € (0, 00).
e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N a hledejme
On = Sup{|fn(:v) - f(l')’,.%’ € (Oa OO)}

V krajnich bodech

ﬁ&MW%ﬂmznm@ﬁ@:

T—00 n

lim o, # 0.

n—oo

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn BT

na (0, 00).
e Lokalné stejnomérna konvergence: Uvazujme 0 < a < b < oo a interval [a, b].
Zafixujme n € N a hledejme

On = SUP{‘fn(‘T) - f($)|,:13 S [avb]}'

Funkce % je monotonni (v x), tedy
{ lognal| |lognb }
0 = max .
n n
Protoze
) log na ) log nb
li = lim =0,
n— 00 n n—o0 n
je
lim 0, =0
n—oo
Tedy
= f na [a,b].
Odtud

loc

= na (0, 00).

(@) ful2) = ~log = na (0,50)

ResSeni:
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e Bodova konvergence: zafixujme z € (0, 00). Pak z riistové gkaly nebo LH méame

lim © log T 0.
n—oo n n

Tedy, f =0.
e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{|fn(x) - f(:v)],x € (0,00)}

Odhadujeme tedy vyraz
T T
’— log —‘ .
n n

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

11
<£log E) = — (1 + log £>
n n n n

Nulové body:

—1= logE
n
I =z
e n
n
S,
e
Plati
n
(=D (2) =~
Tedy
1
op > —.
e
a
lim o, # 0.
n—oo

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fan B 1.

na (0, 00).

e Lokalné stejnomérné konvergence:
Problematické body: = = oc.
Uvazujme 0 < a < b < oo a interval [a, b].
Zafixujme n € N a hledejme

On = SuP{‘f?L(x) - f(x)|,x € [a7b]}'

Z ptedchoziho postupu vime, Ze nulovy bod derivace je v bodé ro = 7. Od
jistého ng tento bod nelezi v intervalu [a, b].
Extrémy tedy budeme hledat v krajnich bodech, tedy zkouméame

b b
n n

v (@) = f(2)I(6) =

fal@) = f(@)l(a) = | £ 1og =
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Protoze

lim glogf = lim ﬁlogé =0
n—oo | n mn n—,oo | n n
je
lim o, =0
n—roo
Tedy
fn=f na [a, b].
Odtud
loc
=7 na (0, 00).
9 1
(@) fale) = yfa2+ =
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € R. Pak
) 1
lim /22 + — = Va? = [z
n—o00 n
Tedy, f = |x].

e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

on = sup{|fn(z) — f(2)],z € (0,00)}.

Odhadujeme tedy vyraz

1 1 -
‘Vx2+2—vw =\/2?+ 5 — Va? = o <
n n 1/x2+nflz+Vx2

Protoze

tak i

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

S =T
na R.
) falz)=n (\/az—i— % — ﬁ) na (0, 00)
Regeni:

e Bodové konvergence: zafixujme x € (0,00). Pak

/ 1 1 1
limn( a:—l——\/E):lim =3
n—o0 n n—00 1’—!—%4-\/5 \/5

_ 1
=z

Tedy, f
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e Stejnomérné konvergence: Zafixujme n € N a hledejme
opn = sup{|fn(z) — f(2)], 2 € (0,00)}.
Odhadujeme tedy vyraz
1 1| T VT 1
1 S 2z| 1 B 1 2
z+ i+ 2\/§< x+5+\/5) zﬁ(/erﬁJr\/;;)

Zkusime najit extrémy v krajnich bodech. Mame

lim
r—04

= 0

g

2\/§< x—i—%—i-\/f)Q

Tedy
lim o, # 0.

n—oo

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fan BT

na (0, 00).

e Lokalné stejnomérné konvergence:
Problematické body: x = 0.
Uvazujme 0 < a < b < 0o a interval [a, b].
Zafixujme n € N a hledejme

On = SuP{‘fn(w) - f(a:)|,x S [avb]}'

Odhady
1 1
fule) = f(@)] = z ;< i
2\/5( /ZII—F%-F\/E) 2”\/5(\/54—\/5)
< 1 B 1
T 2nv/a(2va)?  8nvad
Protoze 1
lim =0
n—00 8n\/a73
je
lim o, =0
n—0o0
Tedy
fo=f  malab.
Odtud

loc

fn:;f na (0,00)
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(8) ful@) = Van "logn na [0,0)
Reseni:

e Bodova konvergence: zafixujme x € [0,00). Pro z =0 je

lim 0 =0.

n—oo

Pro z € (0, 00) pfevedeme pomoci VOLSF na limitu lim,_, ye™¥ = 0. Tedy

lim vzn V®logn = 0.

n—oo

Tedy, f = 0.

e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{‘fn(ZE) - f(:E)|,l‘ € [0> OO)}

Odhadujeme tedy vyraz
‘\/En_ﬁlog n‘ .

Zkusime najit extrémy pomoci derivace, tedy

~VElogn) = 2nVFlogn (- L
(\/En logn) 5™ logn( logn + \/5>

Nulové body:

| 1
ogn = —
g Jz
1
Tr =
log?n
Plati ) )
(fn=f) <10g2n> e
Tedy
1
op > —.
e
a
lim o, # 0.
n—o0o

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, ze

fa B3 1.

na [0, 00).
o Lokalné stejnomérnéd konvergence: Problematicky bod je x = 0.
Uvazujme tedy b € (0,00) a interval [0,b). Pak zafixujme n € N a hledejme

On = SuP{‘fn(x) - f(:c)\,a? S [07 b)}

7 ptedchoziho postupu vime, ze nulovy bod derivace je v bodé xg = log%n. Od

jistého mng tento bod nalezi intervalu [0,b).
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Dohromady méame od jistého ng

1
Op 2 —
e
tedy
li .
Jm 0w #0
ZAver:

fn 23 1, na [0,b) Vb€ (0,00)
loc

a fn 73 f, na [0, c0).
(h)  fo(x) = V2™ + 3" na [0, 00)
Reseni:
e Bodové konvergence: zafixujme = € [0,00). Uvazujme z € [0, 3]. Pak ze dvou
policajti:
3< Van+37 < /3 +3" =372 3

Pro x € (3,00) mame odhady

x < Yzn4+3n < \’I/x”+x”:a:{bf2—>x

Tedy
3, z€]0,3],
. { [0, 3]

x x€(3,00).

e Stejnomérnd konvergence: Zafixujme n € N a hledejme

On = Sup{‘fn(SU) - f(:L‘)|,:U € [07 OO)}

Zkusime najit extrémy pomoci derivace. Nejprve uvazujme z € (0, 3).
1

(P/xn 1L 30— 3)/ = —(a" + 3”)%7177,33”71
n

Bez nulovych bodi.

Dale uvazujme x € (3, 00).

1
(W — IL‘)/ =—(2" + 3”)%_1n$”_1 -1

n

= " (g (1 + (i>n> o 1
(3 i

Bez nulovych bodi - to plyne z néasledujici avahy: Vyraz 1+ (%)n > 1. Zarovei
1
exponent % — 1 < 0. Dohromady (1 + (%)n) o1

Tedy hleddame supremum v krajnich bodech.

o= fI0)=3-3=0, |fu—fI(3)= V37 +3"—3=3(V2-1)
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Navic

lim 3(V2—1) = 0.

n—oo

3n
lim |f, — f]|= Va2 +3" —x=x{/14+ — —x=0.
T—00 x"

Limitu je moZno spocitat Taylorem.
Tedy

Dale

lim o, =0.
n—oo

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze
fn =3 f.

na [0, 00).

Zkouskové priklady

2. VySetiete konvergenci funkci — najdéte bodovou limitu, vySetiete stejnomérnou a
lokalné stejnomérnou konvergenci. Neni-li feceno jinak, vySetiujte na R.

(a) fa(z)=n arctan%
(b) fulz) = ycos %\

(©) fulz) = M%z

[z|—=n |z|—n

(d) folz) = elalFn 4 ¢ Taln

VT
(©) fulr) =

e
, 00
tan [ )

()
log( —i—\%)
n+3—+n

a1y
n
1

() fo(z) =
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potfebujeme spoéitat limitu v m— a m+ funkce log(tg* £ +2tg £+3)+ % arctg tg\%“ —log(tg* 2+

14+tg 2
R
z x 1 tg 2 T 1+tg2
i log (167 £+ 2667 +8) + L arerg BETL g (12 1) - LR
L log | tg 2+ g2+ +\/§arcg NG og | tg 2+ tg2%+1
tg?Z +2tgZ+3 1 tgZ+1 1+tg2
= lim logg2mg2 +—arctgg2 - 2$g2: T_.
ToT— tg §+1 \/5 \/5 tg §+1 2\/§

Limita zprava v bodé 7 vyjde analogicky Dostavame tedy:

—_T
22"

.2
/ e dz = F(z) + C na R,
sinz + cosx + 2

tg? Z42tg 243 tg 241 1+tg 2 '
Flo) = { log% + % arctg g\% — %gf1 +k ze ((2k = )7, (2k + 1)7),

z =2k + 1)7.

i T Fe
Priklad 2. Nejprve vySetiime bodovou konvergenci. Pro kazdé x € R\ {0} plati

) T . arctg =
lim narctg— = lim z- ——" =2
n— 00 n n— 00 pos

(Pouzivame fakt, Ze lim,_,o &;gy = arctg’ 0 = 1, Heineho vétu a vétu o aritmetice limit.) Pro
z =0 je
lim narctgE = lim 0=0=uz,
n—> 00 n n— 00
je tedy
fn — x na R.

Déle zkoumejme, na kterych intervalech je tato konvergence stejnomérna.
Protoze pro kazdé n € N plati

xgﬂr-loo fo(x) — 2 =—00 a zkr_noo fu(z) — 2 = 400,

neni konvergence stejnomérnd na zadném neomezeném intervalu (tj. na intervalu (—oo,c) ani
na (¢, +00) pro ¢ € R). Abychom prozkoumali povahu konvergence na omezenych intervalech,
vySetfeme prubéh funkce f,(z) — z, konkrétné jeji monotonii. Jeji derivace je pro kazdé z € R

rovina ) ) X 2
(@) —2) = fo@) —1=n-— Lo 1 s

'1+(%)2'n n2+z2 0 n2+a?

funkce f,(xz) — x je tedy klesajici na R. ProtoZe je zaroven licha, je zfejmé pro kazdé ¢ > 0

sup{|fn(2) — 2| = € (=¢,0)} = |fu(c) — ¢|.

Protoze lim |f,(c)—c| = 0 pro kazdé c, je konvergence stejnomérnd na intervalu (—c, ¢) pro kazdé
n— 00

¢ > 0, tedu i na vSech omezenych intervalech.
Zaver: Posloupnost f,, konverguje bodové k x na R. Konvergence je stejnomérnd na omezenych
intervalech, neni stejnomérnd na neomezenych intervalech.
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Bonus

Véta 1. Necht (a,b) je omezeny interval, f, : (a,b) — R. Necht
(a) fn maji vlastni derivaci na (a,b),
(b) existuje zo € (a,b) takové, ze {fn(x0)} konverguje,

(c) {f}} konverguje stejnomérné na (a,b).

Pak existuje funkce f takova, Ze f, = f na (a,b), f ma vlastni derivaci na (a, b) a plati

£, = £ na (a,b).

3. Necht f,, = %arctan(a:”) na (0,00). Ukazte, ze f, konverguje stejnomérné k jisté f, ale

neni pravda, ze f, = f’.
ResSeni:

e Stejnomérna konvergence funkei f,,: Bodova konvergence: Zafixujme x € (0, 00).

Pak z omezené a mizejici mame

1
lim — arctan(z") = 0.
n—oo n
Tedy, f =0 pro z € (0, 00).
Stejnomérna konvergence funkci f,,: Zafixujme n € N a hledejme

On = SUP{‘fn(‘x) - f(a:)\,:c € <O7OO>}'

Odhadujeme tedy vyraz

1x
Sii

1
— t n
arctan(z") 5

n

Tedy

lim o, = 0.
n—oo

7 kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

a2 1

na (0, 00).

e Stejnomérné konvergence funkei f): Mame

= 1 nan !
"o 14 a2
Bodova konvergence: Zafixujme = € R. Pak pro = € (0,1) méame
.1 nant ) "1 4 0
lim — ——- = lim = =0.
n—soomn 14 a?  n—oool+ 20 1+0
Pro z = 1 méame
! 1
lim ——- =

n—oo 1 4 x2n 2
Pro z € (1,00) je

A . 1 AL 1

lim = lim — = =

n—oo 1 + x2n n—oo —=4 + pn+1 0+ oo
xn—
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Dohromady

0, ze€(0,1),
F={1 w-1
0, ze€(1l,00)
Protoze f] jsou spojité a f’ nikoli, funkce nemohokou konvergovat stejnomérné.
Tedy
e i
na (0, 00).

4. Nechf f, = sin 5. Najdéte bodovou limitu, ovéfte (lokilné) stejnomérnou konvergenci.
Najdéte derivace a ovéirte predpoklady Véty o derivacich. Ukazte, Ze zavéry véty plati.
Regeni:

e Stejnomérna konvergence funkci f,,: Bodova konvergence: Zafixujme z € R. Pak

. . X
lim sin — = 0
n—o0 n

Tedy, f =0 pro x € R.
Lokalné stejnomérna konvergence funkei f,,: Zafixujme n € N a interval [a, b], kde
—00 < a < b < oco. Hledejme

on = sup{|fu(z) — f(z)|,z € [a,0]}.
Odhadujeme tedy vyraz

.z
sin —
n2

Funkce |sin %’ nabyva extrémi v bodech

x T
ﬁzg‘i‘kﬂ', keZ,
:E:an-i-anﬂ', keZ,

Od jistého ng tyto body nelezi v intervalu [a, b]. Tedy suprema se bude nabyvat v
kranich bodech.

.a . b
op = max < [sin — |, |sin —
n n
Déle mame
. .a . . b
lim |sin —| = lim |[sin —=| = 0.
n—o00 n2 n—o00 n2

Tedy
lim o, = 0.
n—oo

Z kritéria stejnomérné konvergence pak plyne, Ze

fn = f na [a,b)

loc
fn=2 fnaR
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e Stejnomérnd konvergence funkei f): Mame

7 1 T
= —cos —
2 n2

Bodova konvergence: Zafixujme x € R. Pak z omezené a mizejici mame

. 1 T
lim —5 €08 — = 0.
n—oo n n

Stejnomeérné konvergence funkei f): Hledejme
on = sup{|fn(z) — f(z)|,z € R}.

Odhadujeme tedy vyraz

1
’wmwgw
Odtud
lim o, =0
n—oo
Tedy
fn= 1
na R.

e Aplikace pfes vétu:
— fn maji vlastni derivaci na R - ano, nasli jsme.
— Zvolme zo = 0. Pak f,(0) = 0 konverguje k 0.
— fI konverguji stejnomérné na R - ukazali jsme.
— Pak f, = f na R.

Véta 2. Necht (a,b) je omezeny interval, f, = f na [a,b] a f, € C([a,b]). Pak

s = s

5. Necht f, je definovéna takto: f,(0) = %, mimo interval [—n,n] je konstantné nulové a
na intervalu [—n,n] je dodefinovéna linearné. Nacrtnéte prvni 3 funkce (vyjdou takové

oo o0
Spicaté kopecky). Ovéite, zda lim / fn = / lim f, nebo ne. Pak ovéite pted-
n—oo [_ oo 00
poklady véty nebo najdéte predpoklad, ktery neni splnény.

Reseni:

e Bodova limita: Zafixujme x € R. Protoze pro kazdé f, plati

fos
n
tak
nh%nolo fn(z) =0.
Tedy f = 0.
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16 -34 -32 -3 -28 -26 -24 -22 -2 ~-1B -16 -lL& -12 -1 -0.8 -0.6 -04 -02 O 0z 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28

e Mame

S|

o 1
/_Oofndx=§-2n-

e Dohromady

[e.9]

lim/ fndx = lim 1:17&/ lim fndw:/ 0dx = 0.
n—oo | _ n—oo oo P00

—00

e Zjevné neni splnén predpoklad na omezenost intervalu.

3

32 34
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