20. cviceni — Aplikace urc¢itého integralu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. (a) Urcete obsah utvaru, ktery je ohrani¢en kiivkami y = sinz, y =0, z = 0, z = 2.
Zdroj: http://www.realisticky.cz/
ResSeni: Nacrtneme:

05 /
niz n 3n/2 n
-0.5
=1

Plochu pak spocteme zvlast nad osou z a zvlast pod ni. Celkem tedy

™ 2m
/ sinxdx—/ sinzde = [~cosz|] — [~cosz]2" =1+ 1+14+1=4.
0 g

(b) Ur¢ete obsah utvaru, ktery je ohrani¢en kiivkami y = 2%, y =z, x = =2, x = 1.
Zdroj: http://www.realisticky.cz/
ResSeni: Nacrtneme:
L1V
1.5

-0.5

-15

-2
/ 25
Plochu pak spoc¢teme jako

1 T 1
20 1 1 1\ 1 73
2 _ gdr = - 2 -)--42= °
/2 v [log2 2‘7”]_2 log2< 4) 2 7%= Tlog2 " 2

Matematicka analyza 2, 2024 /25, Kristyna Kuncova 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php
 http://www.realisticky.cz/ 
 http://www.realisticky.cz/ 

(c) Uréete obsah ttvaru, ktery je ohranicen kiivkami y = \/z, y = x°.
Zdroj: http://www.realisticky.cz/
ReSeni: Nacrtneme:

0.5

-0.5 0 0.5 1 15

-0.5

Nejprve najdeme pruseciky jednotlivych kf¥ivek. Tedy pro z > 0 hledame

Vi =2
Vil —ay/z) =0

Ziejmé x1 =0, z9 = 1.
Plochu pak urcuje integral

1 2 JJS ! ].
2 3/2

(d) Urcete objem télesa, které vznikne rotaci atvaru y = 2, z = 0, = 4 kolem osy z.
Zdroj: http://www.realisticky.cz/
Reseni: Té&leso lze popsat jako /y2 + 22 < 2. Jde o valec. Jeho objem pak
vyjadiuje

4
7r/ 22 dz = w[4z]§ = 167
0

2. Spoctéte
(a) Uréete délku grafu funkce y = logx pro = € [v/3,/15].
Zdroj: https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poc
tu.pdf
Reseni: Kfivku ¢ lze popsat jako (z,log z), kde = € [v/3,V/15]. Pak ¢'(z) = (1, 2).

Jeji délka je pak
\/ﬁ 1 \/ﬁ /1 2
/ \/1+2dx:/ Vit dx
V3 x V3 x
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Pouzijeme substituci ¢ = V1 + 22, pak (z > 0, t > 0) mame = = V{2 — 1, dz =
L_ dt. Dostavame

V-1
4 4 2 4 4
t t t 1 1 [t—1
: dt= | ———dt=[ 14+———dt=|t+>log|—
/2\/152—1 V-1 /2752—1 /2 e [+20gt+1]2

1 3 1 1 1
—4+§10g5 -2 glogg =2+log3 — §log5
(b) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotaci grafu funkce y = 44z, z € [—4, 2],
kolem osy .
Zdroj: https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poc
tu.pdf
Reseni: Téleso lze popsat jako \/y2 + 22 < 4 + . Obsah jeho plaste pak je

2 2
1
277/ (44 2)V1+12dz = 2V2r [43; + 2:52] = 2V21(8 4+ 2416 — 8) = 36wV/2
—4 —4

(c) Urcete objem koule o poloméru r > 0.
Zdroj: http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf
Reseni: Kouli lze popsat jako z2 + 32 + 22 < r2.
Neboli jako /42 + 22 < v/r2 — 22. Objem koule pak je

r 317 3 3 4
7T/_TT‘2—1‘2d:L":7T[r2:E—a;] :7T<7“3—g+7“3—g>:377'7“3

-r

(d) Urcete objem kuzele s polomérem podstavy r a vyskou v.
Zdroj: http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf
Reseni: KuZel poloZime ,nalezato“. Pak jej lze popsat jako /92 + 22 < =7, kde
x € [0,v].
Jeho objem pak je

v 2 ) P2 [2317 1 )
T —T dxzw—2 —| = =—mr‘v
0o U v 3], 3

(e) Spoctéte objem rotaéniho télesa, jehoz plast vznikne rotaci kiivky y = e* pro
x € [0,1] kolem osy y.
Zdroj: http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf
Reseni: Toto téleso je stejné, jako t&leso, které vznikne rotovanim kiivky y = log z,
x € [1, e] kolem osy x.
To pak lze popsat jako \/y? + 22 < logx, kde x € [1,€]. Jeho objem pak je

e
s / log? z dz
1
Integral vyfesime pomoci per partes (v' =1, v = log? x), tedy dostaneme

3
s <[3: log? z]§ — /1 210gm> =7 ([z log? z]$ — [2(zlogz — )

=m(e—2e+2e—2)=m(e—2)

Matematicka analyza 2, 2024 /25, Kristyna Kuncova 3


 https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poctu.pdf 
 https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poctu.pdf 
 http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf 
 http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf 
 http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf 

1 05 o 05 1 15 2 25 3

3. Spoctéte
(a) Urcete délku grafu semikubické paraboly y? = 23 pro = € [0, 1].
Zdroj: http://mdg.vsb.cz/portal/m2/kapitoly/kapitola_3_3.pdf
ReSeni: Kfivku nejprve rozdélime na kfivku @1 (t) = (t,V13), kde ¢t € [0,1] a na
kitvku @o(t) = (t, —V13), kde t € [0,1]

0.8
0.6
0.4

0.2

-0:2

-0.4

-0.6

-0.8

Pak (pll(t) = (17% t)a 90/2(15) = (17 _g\/i)
Délka celé krivky je pak

3 1
1 3/2
9 2 9\ 4 16 (13
2 i+ itdt=2 |2\ J1+2t) = =2 (=) -1
/0 i 3( +4> 9 27((4) )
0
réete obsah ploc ané nerovnicemi < + y° < 2 a y > x°.
(b) © Ur¢ bsah plochy dané icemi 22 + 32 <2 ay > 22

Zdroj: https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poc
tu.pdf
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ReSeni: Nacértneme

Dale najdeme priseciky kiivek y = 22 a 22 + y? = 2. Tedy

y+y’—2=0
Pak y; = 1 a yo = —2. Protoze y = 22 > 0, tak uvazujeme pouze y; = 1. K nému
patii x1 = —1 a x5 = 1.
Dale vyjadrime horni pilkruznici jako y = v/2 — 22. Obsah obrazce pak spo¢teme
jako
1 1 1
/ \/2—x2—m2dx—/ \/2—x2dx—/ 22 dx

-1 -1 -1

Méame

1 371
fruld]
1 31, 3

1
/ V2 —z2dx
1

pouZijeme substituci = v/2sint. Pak dz = v/2costdt a dostaneme

/4 \/2—28i112t'\/5(:ostdt:/4 2cos? tdt

Jus
4

Pro vypocet integralu

INE]

Posledni integral vyfesime pomoci per partes nebo vyjadiime cos?t = %(1 + cos 2t)
(plyne ze vzorct sin?t + cos?t = 1 a cos 2t = cos? t — sin? ).
Tedy

m

I s
/ 2cos’tdt = [t + sint cost]? 1

S S
= 42 2

INE]
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Zavér: Obsah obrazce je roven

™

5 +

Wl

2
1- 2=
+ 3

| N

(c) ® Urcete obsah plochy elipsy s poloosami a a b.
Zdroj: https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poc
tu.pdf
Regeni: Elipsa je dana rovnici

kde a,b > 0.

Lze vyjadrit

/ 2
€T

Obsah elipsy je pak

a 2 a 2
2/ b\/l—deazzél/ by/1- 55 de
—a a 0 a

Pouzijeme goniometrickou substituci x = asint, dx = acost. Dostavame

3 3 z
4/ bV 1 —sin?t-acostdt = 4ab/ cos? t dt = 2ablt + sint cost]; = mab
0 0

(d) Urcete délku grafu fetézovky y = acosh £ pro x € [~1,1], kde a > 0 je parametr.
Zdroj: https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pdf/aplikace-int-poc
tu.pdf
ReSeni: Uvazujme f(z) = acoshZ. Pak f'(z) = sinh Z.

Délku kiivky pak spocéteme jako

1
/ 1/1—|—sinh2§dx
—1 a
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Protoze cosh?t — sinh? ¢t = 1, mame

! 1 1 —1
/ cosh Z dz = {a sinh q =a (sinh — —sinh )
1 a al-1 a a
4. Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o absolutni konvergenci rad
Zdroje ptikladi: Matematika I1I - Sbirka piikladt, D. Janovskéa, D. Turzik, M. Dubcové,
S. Axmann
https://is.muni.cz/th/slbbr/Bakalarska_prace.pdf https://theses.cz/id/hyq
wbf/402458 https://susta.cz/m/ciselne_rady_p_VUT.pdf
oo
1
(a) Z 1+ n2
n=1
Reseni:
Zavedme funkci f(z) = ﬁ pro z € [1,00). Pak a, = f(n) a f je na [1,00)
nezaporna, nerostouci a spojita.
Integral

* 1
/1 T2 dz = [arctan z]7° =

I
I

tedy konverguje.
Pak zZ integrélm’ho kritéria konverguje i zadana tfada.

b

(b) Z \/ﬁ
Resenl.
Zavedme funkci f(z) = \/1Tr
nezaporna, nerostouci a spojita.
Integral

pro z € [1,00). Pak a, = f(n) a f je na [1,00)

/ ﬁdx_ oVITa®

tedy diverguje.

Pak z integralniho kritéria diverguje i zadana fada.
oo

1
<C) Z nia, [ AS R
'ri:l
ResSeni: Pro a < 0 fada diverguje, protoZe neni splnéna nutna podminka konver-
gence.
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Pro a > 0 zavedme funkci f(z) = % pro € [1,00). Pak a, = f(n) a f je na
[1,00) nezéporna, nerostouci a spojita.
Integral

konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1, diverguje pro a < 1 (integral lze piimo
spocitat).
Pak z integréalniho kritéria fada konverguje pro a > 1, diverguje pro « € (0, 1].

Zaver: Rada konverguje pravé pro a > 1, jinak diverguje.
o0

1
d —F—, 5 2>0
(@) z_: nln’n P
n=2
Reseni:
Zavedme funkci f(z) = zlolgﬁz pro = € [2,00). Pak ap, = f(n) a f je na [2,00)
nezaporné, nerostouci a spojita.
Integral

o 1
/ N
2 xlogﬁx

spo¢teme pomoci substituce y = logx. Dostaneme

o
1
/ 76 dya

log2 Y
ktery konverguje pravé pro 5 > 1, diverguje pro 5 € [0, 1].
Pak z integralniho kritéria zadana rfada konverguje pravé pro g > 1, diverguje pro
B e[0,1].
2. arctan®n

(€) ; 1+ n?
Reseni:
3

Zavedme funkci f(z) = % pro z € [1,00). Pak a, = f(n) a f je na [1,00)
nezaporna a spojité.
Ovérme monotonii.

(arctan z)?(3 — 2z arctan )
(14 22)2

() =

Urcujici je znaménko funkce g(z) = 3 — 2z arctanx. Ta je zFejmé klesajici a plati
g(2) =3 —4% < 0. Tedy pro x > 2 je ur¢ité 3 — 2zarctanz < 0. Tedy f' <0 a

funkce f je nerostouci.
arctan® x

Uvazujme tedy funkei f(z) = #%5* pro « € [2,00). Pak a, = f(n) a f je na
[2, 00) nezaporné, nerostouci a spojita.
Integral

/°° arctan® x
— —dx
2 1 + {L‘2

feSime substituci y = arctan x. Dostaneme

/ i dy = [?ﬁ] ? _ (5)* B (arctan 2)4
arctan 2 4 arctan 2 4 4

WP
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tedy integral konverguje.

Pak z integralniho kritéria konverguje i zadana rada.
oo

Inn
6 > 5
n
73:1
Reseni:
Zavedme funkci f(z) = l(;%x pro z € [1,00). Pak a, = f(n) a f je na [1,00)
nezaporna a spojité.
Ovéifme, Ze je nerostouci.

~ 1—2logzx

f'(z) <0, z€[/eo0)

3

Funkce tedy neni nerostoucim na celém z € [1, 00)
Uvazujme tedy funkci f(z) = 982

% pro x € [2,00). Pak a, = f(n) a f je na [2,00)
nezaporné, nerostouci a spojita.

Integral
oo
1
/ og2x de —
2 xr

substituci y = log x pfevedeme na

< _ oo 1 1
ye y:[_ye y_e y]10g2:710g2+7
log 2 2 2

tedy konverguje.
Pak z integralniho kritéria konverguje i zadana tfada.
Zkouskové priklady

(a) Spoctéte objem télesa

T = {[az,y,z] eR3 Va2 +y2 <tanz,z € {—W W}}

474

ReSeni: Z nerovnice plyne, Ze tan z > 0, tedy budeme uvazovat pouze z € [0, 1.

4
Objem télesa spocteme jako

I T1—cos?x i1 s T
7r/ tanQacda::ﬂ/ 2d$:ﬂ'/ 5 —ldxzﬂ[tanx—m]g:w(l——
0 o cos’z g cos?x

(b) Spoctéte objem t&lesa

T= {[a:,y,z] eR3 x> -5, y? + 22 < 22, y2+z2§2—x}

ReSeni: Nacrtnéme rez télesem.
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7 nacrtku pak plyne, Ze objem télesa spocteme jako

0

ﬂ/_2(\/E)2dx+7r/

-5 -2

-2 1 2
:7r/ 2—xdaz+7r/ xzdx+7r/2—xdx
-5 -2 1
1,172 1,00 1,]?
= 2:E——IIJ2:| -I-[—xz] -I-[Zx——a:Q]

25 1 4 1
424104+ 24— 44-2-2 1
+10+ 5 +2— o+ +2> 6

(c) Spoctéte délku kiivky

(—z)? dx+7r/01(:1:)2 dz +7r/12(\/2 —z)%dx

y=+vz+1, x€l0,1]
ReSeni: Mé&jme f(z) = vz + 1. Pak f/(z) = ;. Délku dané kiivky tedy

Va1

T [V

Pouzijeme substituci

spo¢teme jako

4+ 5
4+ 4

Pak
5 — 4y? 1

.
4(y2 - 1) * 4y? — 4

xr =
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Dostaneme integral

dr = —$dy

2(y* —1)2

/\/9/8 Y gL /\/9/8 1 1 1 1,
5a 2(y* —1)? 8 )ysm y+1 (y+1)?2 y—1 (y—1)2
§ [logty-+ 1)~ togy = 1)+ Sk "
=< |logly+ 1) —log(y — —|—+}
8 y+1 y—1] s
3
1 55 T1 1 1
=3 <log 2\3/5 +—3 1 + = 1
st nETY aa T
1og§+1 1 1 )
Vs _ 1 V1 B
o1 g1 P
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