18. cviceni — Konvergence Newtonova integralu - BC podminka
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Zformulujte Bolzano-Cauchyovu podminku pomoci negace (integral diverguje pravé tehdy,
kdyz...).

Reseni: Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b). Pak integral ff f diverguje pravé
tehdy, kdyZ existuje e > 0 tak, Ze pro kazdé b’ € (a,b) existuji dva body x1, x5 spliwjici

<z <z2<ba
T2
/ f‘Ze.
1

2. Ukazte divergenci pomoci B-C podminky.

00 1
1
(a) / z%In(1 + z)|cos x| dz, a > 0. (b) / % arctan x cos — dx, o < —3.
1 0 T
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3. VysSetiete absolutni i neabsolutni konvergenci integréli, jestlize a,b,c € R a o, 5,7 €
(0, 00).

+o00
(a) / sin z% dx
0

ResSeni:
Provedme substituci t = z%:

=tV  dx= Lat g
«

+00 “+o0o :
sint
/ sinz® dr = / ——dt
0 0 atl—1/a

Na pravém okoli nuly ¢ € (0,7/2) je integrand kladny a mtuZeme zde pouZit srovnani
s funkci

a plati, ze

smt ¢t 1
t1-1/a ~ t1-1/a - t—1/a’

tudiz integral foﬂ/ 2 tf};‘fl dt konverguje, a to navic absolutné, pravé kdyz —1/a < 1,

tedy pokud o > —1. Jinak diverguje. Oboji plyne z limitniho srovnavaciho kritéria.
Pro kladné « tedy v okoli nuly neni s konvergenci problém.

Zbyva tak vysetfit integral
T gint
—dt
/2 t1-1/a

O tomto integralu vime, Ze konverguje absolutné, pravé kdyz 1 — 1/a > 1, tedy
dohromady s prvnim piipadem pokud —1 < a < 0.

Vime také, ze konverguje neabsolutné, pokud 2 > 1 —1/a > 0, tedy pokud a > 1.
Odtud méame, ze absolutni konvergence integrilu v zadani piikladu nenastéava pro
zddné o > 0 a ze integral konverguje neabsolutné pro a > 1.

“+o00
(b)/ COS T d

1/2 h’la 2x

Reseni:

Srovnanim s funkci | cos(mz)|/x na okoli nekone¢na dostaneme, ze absolutné inte-
gral nekonverguje pro zadné a > 0.

Neabsolutné konverguje na [1,+00) podle Dirichletova kritéria, nebot cos(wz) mé
omezenou primitivn{ funkei |1 sin(72)] <1 a 1/In®2z — 0 monoténné pro kazdé
a>0.

Na okoli 1/2 pouzijme odhady

cos(mz) = sin(mz — 1/2) ~ (rz —7/2) = 7 (az - ;)

In(2z) =In(14+ 2z —-1)) =~ 2z —1) =2 <CE — 1>

2
1—a
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odtud méame na absolutni i neabsolutni konvergenci (nebot integrand na (1/2,1]
neméni znaménko) podminku podle limitniho srovnavaciho kritéria, ze 1 —a > —1,
tudiz o < 2.
Zaveér: integrél konverguje neabsolutné pro 0 < a < 2.
+00
(c) / sin e” dx
—0o0
Reseni:
Provedeme substituci ¢ = e*. Potom = = Int a dx = 1/tdt, integral tak pfejde na

tvar oo
sint
/ st g
0 t

0 némz je znamo, ze konverguje neabsolutné.
/+°° sin x sin 2z
0

$a

dzx

Regeni:
Na (dostateéné malém pravém prstencovém) okoli nuly integrand neméni znaménko
a chova se pfiblizné jako
2
f(z) ~ Za—2
odkud dostavame podminku na konvergenci o — 2 < 1, tedy a < 3.
Na okoli nekone¢na nejprve integrand prepiSseme do jiného tvaru pomoci identity

CcoS T — €os 3x

sinz sin 2z = 5

Neabsolutni konvergence: Protoze funkce cosx i cos3x maji omezené primitivni
funkce, dostaneme pomoci Dirichletova kritéria, Ze funkce u nekone¢na neabsolutné
konverguje pro vSechna a > 0.

Absolutni konvergence: Nejprve necht o > 1. Pak

sin z sin 2z 1

< .
S a

wa

Tedy ze srovnéavaciho kritéria funkce absolutné konverguje.
Nyni necht a € (0,1]. Odhadujme zespodu:

sinzsin2z|  2sin® x| cos z| S 2sin®zcos?z  1sin?(2z) 11— cos(4x)

& T 2 z“ 4 T

xOé
Ale floo x% je divergentni pro « € (0, 1], kdezto 100 Coi(%z) je konvergentni (z Dirich-
leta).
Dohromady tedy floo il_%i(m) diverguje. A ze srovnavaciho kritéria diverguje i
puvodni integral.
Zaver: Integral konverguje pro 0 < a < 3, pro 1 < a < 3 navic absolutné. Jinak
diverguje.
+00 a
T 1
e ———sin—d
(e) /0 s do
Reseni:
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Na [1, +00) integral konverguje absolutné srovnanim s e%, nebot plati, ze

T ¢ e2r 1
f(zz pea -sin—sz
1/e et e —1 x

nebot v8echny ¢leny konverguji k nule pro libovolné a € R.
Absolutni konvergence u 0: Na pravém d-okoli nuly je (pro dost malé §)

Uvazujme tedy nejprve integral

J 1
/ 2% 2 sin — dz
0 A

Substituci ¢t = x—lg dostaneme ekvivalentni integral
+00 o3
sint
[
182 t°z
o kterém vime, Ze:

konverguje absolutné, pokud (a + 1)/2 > 1, tedy pokud a > 1.

~ . €T
Protoze lim,_,q s

- = 1, mame na néjakém okoli 0 odhady

1
a S 2 S 2.
2 7 e —1
Pro srovnavaci kritérium pak mame
1 4. 2 s o1
—z® 28111—2 < |— z® 28111—2 < |2z 25111—2 .
2 z er —1 T T

Tedy nas ptivodni integral u 0 konverguje absolutné, pokud (a + 1)/2 > 1, tedy
pokud a > 1.
Zavér: Integral konverguje absolutné, pokud a > 1.

1
x Inx
f 3 —z“
® /0 \ m—lln(l—i—m)x da
ReSeni:
U nuly pouzijte odhady

In(l+2) ~ =z, r—1~1

a podle limitniho srovnavaciho kritéria stac¢i vySetfovat konvergenci integralu

§ at1/3-1
| e
0 Inx

Tento integral konverguje pro a« —2/3 > —1, tedy pro a > —1/3
U jednicky pouzijeme odhady

z~1, In(l+z)xIn2, hrxz-1
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a podle limitniho srovnévaciho kritéria stac¢i vysetfovat integral

1
/ (.’B o 1)2/3
1-6

Tento integral konverguje absolutné (funkce mé do jednicky dokonce spojité rozsirent).
Zavér: Integral konverguje pro o > —1/3, a to absolutné.

1
1
(g) / arcsin®(z(1 — x)) sin — dx
Reseni:
U jednicky plati, ze

. ! .
arcsinz(l —z) ~ z(1 —z) =~ (1 — x), sin — ~ sin 1

Protoze integrand na vhodném levém okoli jedni¢ky neméni znaménko, stac¢i podle
limitniho srovnavaciho kritéria vySetfovat (absolutni) konvergenci integralu

/116(1 —x)%dx

pro vhodné malé kladné ¢, coZ je ekvivalentni vySetfovani konvergence integralu

)
/ y“ dy
0

ktery dostaneme substituci y = 1 — 2. O ném vime, ze konverguje pro a > —1.
U nuly plati, ze
arcsinz(l —z) = z(l —z) ~ x.

Déle, funkce z(1 — z) i (1 — x) jsou monoténni, jejich a-té mocniny taktéz.
Ukazeme, 7e i funkce L arcsinz je monoténni na n&jakém pravém okoli nuly.

z X
Déle uvazujme funkci g(z) = #<2ZL. Ta je rostouci na (0,1):

(arcsin (x) >/ _ x —arcsin (z) V1 — 22
z2V1 — 2?2

Pro citatele substituujme z = sinu (pracujeme na intervalu u € (0, §):

sinu —u\V1 —sin?u = sinu — ucosu

Ale sinu — ucosu > 0 protoze

T

sinu > ucosu

sin u

> u,
COoSu

coz je pravda.
Diky monotoniim pak sta¢i dle limitniho srovnévaciho kritéria a dle Abelova kritéria
vySetfovat absolutni i neabsolutni konvergenci integralu

€ 1
% sin —
0 x
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pro vhodné € > 0. Zasubstituujeme y = 7 na integral
*1 a > 1
/ —y_l_éy_E sinydy = / —y_Q_é siny dy.
1 @ 1 «

Tento integral absolutné konverguje pro —2 — é < —1, tedy a > —1. Jiné hodnoty
a neni potieba vysetfovat (kvili konvergenci u 1).
Zavér: pro o > —1 integral konverguje, a to navic absolutné. Jinak diverguje.

+oo
(h) / arcsin
0

Reseni:
Funkce mé spojité rozsiteni do nuly, nebot

Inx cosx dx

x
z2+1

~ x ~
22+1  a2+1°

arcsinx ~ x — arcsin x

Iimzlnxz =0
x—0

Problematicky bod je tedy pouze nekonec¢no. Protoze :c%ﬂ — 0 pro z — oo, plati
také na okoli nekonecna, Ze

T 1

. T
arcsin — N — ~ =
¢+ 1 x4+ 1 T

7 odhadu platného pro x > e

| cos z| | cos x|
>

Inx >

vyplyvé, ze integral nemuze konvergovat absolutné.
Ptvodni integral vyresime pomoci odhadu arcsinu > w pro u > 0. Dale mame pro
z>122+1< 222 Pak

. T
arcsin ——— Inz cosx Inx coszx

>
241 -

a > |1
—Inzcosz
2 +1 ~ |2z
Tedy absolutné integral diverguje.
Pro neabsolutni konvergenci uvazujme

T g
——coszdr.
1 X

Protoze th;v — 0 pro x — 400 a tato funkce je na néjakém okoli nekonecCna

monotonni, je integral neabsolutné konvergentni podle Dirichletova kritéria, nebot
funkce cos z méa omezenou primitivni funkci.

Inz = Na intervalu (0,+00) je tato funkce spojitd a mé spojitou
derivaci, ktera je pro x > e zdporné, jak dostavame primym vypoctem:

nz\" 1-Inz
— ) =% <0
z T
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Déle vysetieme integral

oo Inz oo 22 ng
5T —— cosxdr = T—cosxdm.
1 z¢+1 =z 1 z¢+1 z

. ~ 2 . 2z z 2z
Ten konverguje z Abela, protoze 1-?-7 je monoténn{ a omezené.
Nakonec uvazujme integral

: T
+00 arcsin T4a2 ;(;2 Inx
= ——cosx dx.
1 T2 2?+1 z
. . arcsin T:c? . ) .
Konverguje z Abela, protoze funkce ——=**= je omezena (mé limitu rovnu 1
1+a2

nekone¢nu) a monotonni. Plati, Ze sloZeni dvou monotonnich funkei je také monotonni.

Pro h(z) = 757 mame
< x >'_ 1—2?
1+22)  (1422)%

Tedy h je klesajici pro x > 1.
Déle uvazujme funkci g(t) =

%ﬂlt. Ta je rostouci na (0, 1):

(arcsin (t) >' _ t—arcsin (t) V1 — 12
t t2v1 — t2

Pro citatele substituujme ¢ = sin u (pracujeme na intervalu u € (0, 5):

2
sinu —u\V 1 —sin?u = sinu — ucosu

Ale sinu — u cosu > 0 protoze

sinu > ucosu

sinu

= U,

Cosu

coz je pravda.
arcsin H‘T

Dohromady je monoténni.

1+z2
Zavér: integral konverguje.

Zkouskové priklady
4. Vysetfete konvergenci integralii (nemusi byt absolutni)
™

! — arcsinz CoST
(a) é ln(arctanx)m&r / min{1, vz }\F \f

00 . e
(b)/o arcsin%cos(xz)lnxdw (d)/o In(1 — z)vVz — 22

d
sin(mwz?) .
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Bonus

5. Necht f; fia fab f2 konverguji a f; g1 a f; g2 diverguji. Které vyroky jsou pravdivé?

(a) fab f1 + f2 konverguje (d) fab f1f2 konverguje

(b) fab f1 + g2 diverguje (e) ff f192 konverguje

(c) f: g1 — g2 konverguje

ReZeni:

(a) konverguje, linearita integralu

(b) diverguje
Pro spor predpokladejme, Ze f; f1 + g2 konverguje. Pak z linearity integrélu kon-
verguje i f; fitg—FfA= f: go, coZ je spor s predpoklady.

11 _
0z x

(c) Muze konvergovat i divergovat. Napf. fol() konverguje. Oproti tomu

1 1 . .
fo 2l 1 fo % diverguje.

x x

(d) Muze konvergovat i divergovat. Napf. f01x~z2 konverguje. Oproti tomu folﬁ'ﬁ =

foli diverguje.
(e) Muze konvergovat i divergovat. Napf. folO- % = fol() konverguje. Oproti tomu
1 11 4. .
fo 1- % = fo % diverguje.
6. Necht f je spojita funkce definovana na omezeném intervalu (a, b). Které implikace mezi
nasledujicimi tvrzenimi plati?
(Negaci k f;f konverguje je vijrok ff f = +o0 nebo f;f neexistuge. )

(a) f;f konverguje. (c) f: | f| konverguje.
(d) f je definovana a spojita dokonce na

(b) ff f? konverguje. [a,b].
Reseni:

e (a) /4 (b): Protiptiklad f = ﬁ na (0,1).

lgind -
e (a) 4 (c): Protiptiklad / Z dz. Substituci se prevede na [ %2 d¢, o némz
0 x

vime, Ze konverguje, ale ne absolutné.

(c) — (a): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).
(b) — (c): Plati, ze |f] < max{1, f?}. Ale ffl < oo a f; f? < oo také (predpok-

lad). Odtud (a ze srovnéavaciho kritéria) uz ff | f| konverguje.

7 ptredchoziho pak plyne:

e (b) = (a)

e (d) — (a): Spojita funkce na omezeném a uzavieném intervalu je omezena. Integral
konverguje.

e (d) — (c): Je-li f spojita na [a,b], je tam spojita i |f|. A tedy integral konverguje.
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e (d) — (b): Je-li f spojita na [a,b], je tam spojitd i f2. A tedy integral konverguje.

(a) # (d): Protiptiklad f = % na (0,1).
e (c) 4 (d): Protipriklad f = % na (0,1).
(b) #

(d): Protipriklad f = 4%/:? na (0,1).
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