18. cviceni — Konvergence Newtonova integralu - BC podminka
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Véta 1 (Bolzano-Cauchyova podminka). Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak
integral f;’ f konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé e > 0 existuje b’ € (a,b) takové, Ze pro
kazdé dva body x1, wo spliwjici b’ < x7 < w9 < b plati

T2
f‘ <e.
1

Véta 2 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konveregnce Newtonova integralu). Necht a € R,
b € R* a necht a < b. Necht f : [a,b) — R je spojita a F' je primitivni funkce k funkei f na
(a,b). Dale necht g : [a,b) — R je na [a,b) monoténni a spojita. Pak plati:

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezen4, pak fg € N(a,b).

(D) Je-li F omezena na (a,b) a lim,_,;,_g(z) =0, je fg € N(a,b).
Véta 3 (limitni srovnévaci kritérium). Necht —oo < a < b < co. Necht f, g jsou spojité a

necht g je kladna na (a, b].

1. Jestlize limg 4, % je vlastni a ff f diverguje, pak také ffg diverguje.

2. Jestlize limg_q, % je vlastni a nenulova, pak f: f diverguje pravé tehdy, kdyz f: g
diverguje.

3. Jestlize limgy_q, g(—f;)) je nevlastni a ff f konverguje, pak také f; g konverguje.

Véta 4 (srovnévaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R*; b € R a
necht a < b. Necht funkce f,g : (a,b] — R spliuji 0 < f(z) < g(z), = € (a,b]. Necht dale je
f spojita na (a,b] a plati g € N'(a,b). Potom f € N(a,b).

Piiklady

1. Zformulujte Bolzano-Cauchyovu podminku pomoci negace (integrél diverguje pravée tehdy,
kdyz...). Srovnejte s feSenim na 2. strané zadani.

2. Ukazte divergenci pomoci B-C podminky.
(a) / z*In(1 + z)| cosz|dz, a > 0. (b) / x® arctan z cos — dz, a < —3.
1 0 T

3. Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci integralt, jestlize a € R a a € (0, 00).
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Zkouskové priklady
4. VysetFete konvergenci integralii (nemusi byt absolutni)

=

! — arcsinz cosT
(a) /0 ln(arctanx)icl_xi_l)de / min{1, vz }\F \f

R
o '1 , Yin(1 — 2)vVe — a2
1 d d
(b) /0 arcsmx cos(z®) Inx dz (d) /0 sin(ra2) .
Bonus

5. Necht f; fia ff f2 konverguji a f; g1 a f; go diverguji. Které vyroky jsou pravdivé?

(a) ff f1 + f2 konverguje (d) f; f1f2 konverguje
(b) f; f1 + g2 diverguje (e) f; f1g2 konverguje
(c) f; g1 — g2 konverguje

Véta 5 (Srovnavaci kritérium dle I. Cerného). Necht —co < a < b < co. Necht funkce
f je spojita v intervalu [a,b). Necht funkce g je definovana na [a,b), fab g konverguje a
|f| < g na (a,b). Pak konverguji i integraly

/abﬁ /abrf\-

6. Necht f je spojité funkce definované na omezeném intervalu (a,b). Které implikace mezi
nésledujicimi tvrzenimi plati?
(Negact k f;f konverguge je vijrok f: f = f00 nebo fabf neezistuge. )

a) f;f konverguje. (c) ff | f| konverguje.
(d) f je definovana a spojita dokonce na
b) f; f? konverguje. [a, b].

K (6ac) €(6bc)

Véta 6 (Bolzano-Cauchyova podminka). Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak
integral f; f diverguje pravé tehdy, kdyz existuje € > 0 Ze pro kazdé b’ € (a,b) existuji dva
body x1, zo splimjici b/ < 1 < z9 < b a

2
f ‘ > €.
1
1u9g91 — ruuojouowt of x/(x ursore) (8¢)
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