
17. cvi£ení � Neabsolutní konvergence Newtonova integrálu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Upozorn¥ní

V °e²ení pouºíváme znalost absolutní i neabsolutní konvergence p°íkladu∫ ∞

1

sinx

xα
dx.

Detailn¥ji rozebereme p°í²t¥.

P°íklady

Vy²et°ete absolutní i neabsolutní konvergenci integrál·, jestliºe a, b, c ∈ R a α, β, γ ∈
(0,∞).

1.
∫ +∞

0

arctanx

x
sinx dx

�e²ení:

� Konvergence u 0:
Na malém pravém okolí nuly je integrand f nezáporný, spojitý a platí

arctanx ≈ x, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x2−1 = x.

Aplikujeme tedy LSK s funkcí g(x) = x.

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

arctanx
x sinx

x
= 1 ∈ (0,∞).

Navíc
∫ π

2
0 x dx konverguje. Tedy i

∫ π/2
0 f(x) dx konverguje.

� Absolutní konvergence u∞: Na intervalu [π/2,+∞) je integrand spojitý. Vy²et°eme
nejprve integrál ∫ +∞

π/2

sinx

x
dx

O n¥m víme, ºe konverguje neabsolutn¥. Aplikujeme tedy LSK s funkcí g(x) =
| sinx|

x .

lim
x→∞

|f |
g

= lim
x→∞

arctanx
x | sinx|
| sinx|

x

=
π

2
∈ (0,∞)

Tedy
∫ +∞
π/2

| sinx|
x dx diverguje.

� Neabsolutní konvergence u∞: Ukáºeme z Dirichleta konvergenci integrálu
∫∞

π
2

sinx
x dx.

Poloºme f = sinx, g = 1
x . Dále F = − cosx. Navíc platí, ºe f je spojitá na

[π2 ,∞) a F je omezená na (π2 ,∞). Funkce g je na [π2 ,∞) spojitá a klesající, navíc
limx→∞

1
x = 0. Tedy z Dirichletova kritéria

∫∞
π
2

sinx
x konverguje.

Dále z Abela �p°ilepíme� funkci arctanx. Poloºme f = sinx
x a g = arctanx. Pak

Funkce g je na [π2 ,∞) spojitá a rostoucí. Navíc | arctanx| < π
2 .

Tedy z Abelova kritéria
∫∞

π
2

sinx
x arctanx konverguje.
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Záv¥r: integrál konverguje neabsolutn¥.

2.
∫ +∞

0

arctanx

xα
sinx dx

�e²ení: Analogicky p°edchozímu p°íkladu.

� Konvergence u 0:
Na malém pravém okolí nuly je integrand f nezáporný, spojitý a platí

arctanx ≈ x, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x2−α,

odkud plyne, ºe
∫ π/2
0 f(x) dx konverguje (a to absolutn¥) tehdy a jen tehdy, pokud

2− α > −1, tedy pokud α < 3.
� Konvergence u ∞: Na intervalu [π/2,+∞) je integrand spojitý. Vy²et°eme nejprve
integrál ∫ +∞

π/2

sinx

xα
dx

O n¥m víme, ºe konverguje práv¥ pro α > 0, navíc práv¥ pro α > 1 absolutn¥.
� Absolutní konvergence u ∞: Protoºe funkce arctanx → π

2 , z LSK plyne, ºe∫ +∞
π
2

arctanx
xα sinx dx absolutn¥ konverguje práv¥ tehdy, kdyº α > 1.

� Neabsolutní konvergence u ∞:
Protoºe funkce arctanx je spojitá, omezená a monotónní na [π/2,+∞), konverguje
(neabsolutn¥) z Abela také integrál

∫ +∞
π/2 f(x) dx.

Záv¥r: integrál konverguje práv¥ pro 0 < α < 3, navíc práv¥ pro 1 < α < 3 absolutn¥.

3.
∫ +∞

0

esinx

xα
sin 2x dx

�e²ení:

� Konvergence u 0: Integrál n a okolí 0 nem¥ní znaménko. Protoºe

1/e ≤ esinx ≤ e, pro kaºdé x ∈ R

a na okolí nuly je
sin 2x ≈ 2x

sta£í (z LSK) na okolí nuly vy²et°ovat integrál∫ δ

0
x1−α dx

který konverguje (navíc absolutn¥) práv¥ pro kaºdé α < 2.
� Absolutní konvergence u ∞: Podle srovnávacího kritéria konverguje integrál na
okolí nekone£na (vzhledem k odhad·m na esinx) absolutn¥ práv¥ pro α > 1 (srovnáním
s | sin 2x|/xα).

� Neabsolutní konvergence u ∞: Integrál na okolí nekone£na konverguje neabso-
lutn¥ pro α > 0. Nahlédneme to podle Dirichletova kritéria, pokud dokáºeme,
ºe esinx sin 2x má omezenou primitivní funkci na (0,+∞). Lze ale p°ímo po£ítat
(substitucí t = sinx a per partes)∫

esinx · 2 sinx cosx dx =

∫
ueu du = ueu − eu = C + sinxesinx − esinx
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coº je evidentn¥ omezená funkce.
Varování: Protoºe esinx není na ºádném okolí nekone£na monotónní, nelze pouºít
techniku p°ilepení podle Abelova kritéria.

Záv¥r: Integrál konverguje absolutn¥ práv¥ pro 1 < α < 2. Integrál konverguje neabso-
lutn¥ práv¥ pro 0 < α < 2.

4.
∫ 1

0

lnx sinx

x arctan(1− x)
dx

�e²ení:

U nuly pouºijme odhady

sinx ≈ x, arctan(1− x) ≈ arctan 1 =
π

4

z nichº plyne, ºe integrand na n¥jakém dostate£n¥ malém pravém okolí nuly nem¥ní
znaménko a lze jej srovnat (LSK) s

f(x) ≈ lnx

p°i£emº
∫ 1

2
0 lnx dx konverguje absolutn¥ (lze ov¥°it p°ímým výpo£tem).

U jedni£ky srovnejme s

g(x) =
−(x− 1)

1− x
= 1.

Pak

lim
x→1−

|f |
g

= lim
x→1−

| lnx|
−(x− 1)

sinx

x

1− x

arctan(1− x)
= sin 1

Jelikoº
∫ 1

1
2
konverguje absolutn¥, konverguje i

∫ 1
1
2
f .

Záv¥r:
∫ 1
0 f(x) konverguje absolutn¥.

5.
∫ +∞

2

lnx sinx

x arctan(1− x)
dx

�e²ení: Na intervalu [2,+∞) je integrand spojitý.
Absolutní konvergenci vylou£íme odhadem∣∣∣∣ lnx

x arctan(1− x)
sinx

∣∣∣∣ ≥ | sinx|
xπ
2

,

který je platný pro x > e a znalost toho, ºe integrál napravo je divergentní.
Neabsolutní konvergence: díky monotonii a omezenosti funkce arctan sta£í vy²et°ovat
(podle Abelova kritéria) pouze integrál∫ +∞

2

lnx

x
sinx dx.

Ten konverguje z Dirichletova kritéria, vzhledem k tomu, ºe lnx/x → 0 monotónn¥ na
n¥jakém okolí nekone£na (

lnx

x

)′
=

1− ln (x)

x2

(derivace této funkce je záporná pro x > e) a funkce sinx má omezenou primitivní
funkci.
Záv¥r: integrál konverguje (pouze) neabsolutn¥.
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6.
∫ π/2

0
xa

(
1

2
π − x

)b

tgc x dx

�e²ení:

Integrand na intervalu (0, π2 ) nem¥ní znaménko, sta£í tedy vy²et°it absolutní konvergenci.
Dále u nuly platí

tg x ≈ x =⇒ f(x) ≈
(π
2

)b
· xa+c,

z LSK tudíº dostáváme podmínku na konvergenci a+ c > −1.
Na (levém) okolí π/2 máme

tg x =
sinx

cosx
≈ 1

cosx
=

1

sin(π/2− x)
≈ 1

π
2 − x

a tedy z LSK
∫ π

2
π
4
f(x) konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∫ π
2

π
4

(π
2
− x

)b−c

Substitucí y = π
2 − x dostaneme, ºe konvergence vy²et°ovaného integrálu na levém okolí

π/2 je ekvivalentní konvergenci
∫ π

4
0 yb−c dy, odkud máme podmínku b− c > −1.

Záv¥r: protoºe integrand je spojitý na (0, π4 ] a [π4 ,
π
2 ) (a nem¥ní znaménko), víme z

p°edchozího (pomocí limitního srovnávacího kritéria), ºe konverguje za podmínky −1−
a < c < b+ 1, a to navíc absolutn¥. Jinak diverguje.

7.
∫ +∞

0

arctanα x arccotβ x

xγ
cosx dx

�e²ení:

� Na okolí nuly je

arctanα x ≈ xα, arccotβ x ≈
(π
2

)β
, cosx ≈ 1.

Tudíº na dostate£n¥ malém okolí nuly integrand nem¥ní znaménko a chová se p°ib-
liºn¥ jako funkce xα−γ . Odtud plyne, ºe integrál na vhodném okolí nuly konverguje
z LSK (a to absolutn¥), práv¥ pokud α− γ > −1.

� Na okolí nekone£na platí

arctanα x ≈
(π
2

)α
, arccotβ x ≈ 1

xβ
.

Podle limitního srovnávacího kritéria aplikovaného na funkci | cosx|/xγ+β dostaneme,
ºe integrál na vhodném okolí nekone£na konverguje absolutn¥, práv¥ pokud γ+β >
1.

� Podle Dirichletova kritéria pak máme, ºe integrál cosx/xγ na vhodném okolí nekone£na
konverguje neabsolutn¥, pokud γ > 0.
Pomocí Abelova kritéria pak dostaneme, ºe za stejné podmínky konverguje neabso-
lutn¥ také integrál

∫∞
1

cosx
xγ arccotβ x a integrál

∫∞
1

cosx
xγ arccotβ x arctanα x (nebo´

funkce arctanx a x arccotx, a tedy také jejich mocniny, jsou na vhodném okolí
nekone£na monotónní a omezené).
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Záv¥r: Integrál konverguje absolutn¥ práv¥ tehdy, kdyº α−γ > −1 & γ+β > 1. Integrál
konverguje neabsolutn¥ práv¥ tehdy, kdyº α− γ > −1.

8.
∫ +∞

0

ln(e2x + ex + 1)

x3/2
sinx dx

�e²ení:

� konvergence u 0: U nuly pouºijte odhady

ln(e2x + ex + 1) ≈ ln 3, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x1−3/2

navíc na malém pravém okolí nuly integrand nem¥ní znaménko, takºe podle lim-
itního srovnávacího kritéria integrál

∫ π
2
0 fkonverguje, jestliºe konverguje integrál∫ π

2
0

1√
x
, který konverguje. Tedy z LSK konverguje (navíc absolutn¥) i integrál

∫ π
2
0 f .

� Absolutní konvergence u ∞:
Pouºijme odhady

ln(e2x + ex + 1) ≈ 2x =⇒ f(x) ≈ 2 sinx

x3/2−1

Integrál z 2 sinx
x3/2−1 absolutn¥ nekonverguje, z LSK tedy absolutn¥ nekonverguje ani

p·vodní integrál.
� Pro neabsolutní konvergenci: integrál z 2 sinx

x1/2 konverguje neabsolutn¥ z Dirichletova
kritéria.
�len ln(e2x + ex + 1)/2x se p°ilepí pomocí Abelova kritéria, nebo´ z tvaru

ln(e2x + ex + 1)

2x
=

ln(e2x(1 + e−x + e−2x))

2x
=

ln(e2x + ln(1 + e−x + e−2x))

2x

= 1 +
ln(1 + e−x + e−2x)

2x

je patrné, ºe jde o monotónní funkci na n¥jakém okolí nekone£na.

Záv¥r: Integrál konverguje neabsolutn¥.

9.
∫ +∞

0

arctanα x

lnβ(1 + x)
sinx dx

�e²ení:

� U nuly pouºijeme odhady

arctanx ≈ x, ln(1 + x) ≈ x, sinx ≈ x

sta£í tedy (z LSK) vy²et°ovat integrál∫ δ

0
xα+1−β dx

který konverguje (absolutn¥) práv¥ pro α > β − 2.
� U nekone£na nenastává absolutní konvergence nikdy, nebo´ existuje xβ ∈ R takové,

ºe pro v²echna x > xβ je lnβ(1 + x) ≤
√
x. (Plyne z limity limx→∞

lnβ(1+x)
x
√
x

= 0.)
Srovnávací kritérium aplikované na | sinx|/

√
x pak dává divergenci.
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� Neabsolutní konvergence u nekone£na nastává pro kaºdé α ∈ R a β > 0 podle
Dirichletova kritéria pro sinx/ lnβ(1+x) a tudíº podle Abelova kritéria pro vy²et°o-
vaný integrál.

Záv¥r: integrál konverguje neabsolutn¥ práv¥ pro (β > 0)& (α > β − 2). Absolutn¥
nekonverguje pro ºádné α, β > 0.

10.
∫ +∞

0
arccotα x cosx dx

�e²ení:

� Integrand je z°ejm¥ spojitý na [0,+∞). Tedy absolutn¥ konverguje na [0, 1] a bude
tedy sta£it uvaºovat integrál p°es [1,∞).

� Za£n¥me s absolutní konvergencí. Protoºe na okolí nekone£na je

arccotx ≈ 1

x
,

budeme nejprve vy²et°ovat integrál∫ +∞

1

| cosx|
xα

dx

který konverguje absolutn¥ pro α > 1, jinak diverguje.
� Dále uvaºujme ∫ +∞

1

| cosx|
xα

(x arccotx)α dx

Nech´ tedy α > 1. Platí, ºe arccotx ≤ 1
x . To je moºné ukázat nap°. takto: Pro

funkci g(x) = x arccotx máme v 1 hodnotu 1 arccot 1 = π
4 < 1.

Funkce je navíc spojitá na [1,∞) a

lim
x→∞

arccotx
1
x

L′H
= lim

x→∞

−1
1+x2

− 1
x2

= 1.

Zbývá monotónnost funkce x arccotx. Máme

(x arccotx)′ = arccotx− x

x2 + 1

Poloºme x = cot y. Pak pro y ∈ (0, π4 ], máme x ∈ [1,∞)

arccot(cot y)− cot y

cot y2 + 1
= y − cos y sin y = y − 1

2
sin(2y)

a protoºe | sin t| ≤ 2t pro t ≥ 0, máme

y − 1

2
sin(2y) ≥ y − 1

2
2y = 0.

Tedy derivace je kladná a x arccotx je rostoucí.
(Nyní lze na£rtnout graf funkce x arccotx.) Dohromady musí platit x arccotx ≤ 1.
Pak

| arccotα x cosx| ≤ | cosx|
xα

,

tedy ze SK integrál
∫ +∞
1 arccotα x cosx dx konverguje absolutn¥.
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� Nech´ α ≤ 1. Protoºe
lim
x→∞

x arccotx = 1,

tak od jistého x0 je x arccotx ≥ 1
2 .

Pak

| arccotα x cosx| = xα arccotα x · | cosx|
xα

≥
(
1

2

)α | cosx|
xα

,

Ze SK pak máme, ºe pro α ≤ 1 integrál absolutn¥ nekonverguje.
� Pro neabsolutní konvergenci aplikujme Dirichletovo kritérium.
Funkce cosx má omezenou primitivní funkci. Funkce arccotα x je klesající,
limx→∞ arccotα x = 0 pro α > 0. Z Dirichletova kritéria pak konverguje i integrál∫ +∞

1
arccotα x cosx dx.

Záv¥r: Integrál konverguje neabsolutn¥ práv¥ pro α > 0, absolutn¥ práv¥ pro α > 1.

11.
∫ +∞

−1

3

√
x2

x+ 1
arccotx sinx dx

�e²ení:

� Konvergence u −1: Na (dostate£n¥ malém pravém prstencovém) δ-okolí −1 in-
tegrand nem¥ní znaménko a chová p°ibliºn¥ jako funkce (x + 1)−1/3, (absolutní)
konvergence je tedy ekvivalentní konvergenci integrálu∫ δ

0
y−1/3 dy

o kterém víme, ºe konverguje (absolutn¥).
� Absolutní Konvergence u ∞: Na okolí nekone£na se integrand bez sinu chová p°i-
bliºn¥ jako

3

√
x2

x+ 1
arccotx ≈ x1/3 · 1

x
= x−2/3

Odtud plyne podle limitního srovnávacího kritéria srovnáním s integrálem p°es
funkci | sinx|/x2/3, ºe integrál nekonverguje absolutn¥.

� Neabsolutní Konvergence u ∞: Pro neabsolutní konvergenci uvaºujme nejprve in-
tegrál ∫ +∞

1

1

x2/3
sinx dx

Pouºitím Dirichletova kritéria dostaneme neabsolutní konvergenci, nebo´ sinx má
omezenou primitivní funkci a x−2/3 → 0 monotónn¥ pro x → +∞.
Dále, integrál ∫ +∞

1
x arccotx

1

x2/3
sinx dx

konverguje z Abelova kritéria, protoºe g(x) = x arccotx je spojitá na [1,∞) a
protoºe

lim
x→∞

arccotx
1
x

L′H
= lim

x→∞

−1
1+x2

− 1
x2

= 1,
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tak je funkce na [1,∞) omezená.
Zbývá monotónnost funkce x arccotx. Máme

(x arccotx)′ = arccotx− x

x2 + 1

Poloºme x = cot y. Pak pro y ∈ (0, π4 ], máme x ∈ [1,∞)

arccot(cot y)− cot y

cot y2 + 1
= y − cos y sin y = y − 1

2
sin(2y)

a protoºe | sin t| ≤ 2t pro t ≥ 0, máme

y − 1

2
sin(2y) ≥ y − 1

2
2y = 0.

Tedy derivace je kladná a x arccotx je rostoucí.
Poslední krok, uvaºujme integrál∫ +∞

1

3

√
x2

1 + x
· 1

x1/3
· x arccotx

1

x2/3
sinx dx.

Integrál konverguje z Abelova kritéria. Funkce 3

√
x2

1+x · 1
x1/3 je spojitá na [1,∞).

Jelikoº

lim
x→∞

3

√
x2

1 + x
· 1

x1/3
= lim

x→∞
3

√
x2

x2 + x
= 1,

je i omezená.
Pro monotónnost sta£í vy²et°it funkci x2

x2+x
. Platí(

x

x+ 1

)′
=

1

(x+ 1)2
> 0,

tedy funkce je rostoucí.

Záv¥r:
Integrál konverguje (absolutn¥) na (−1, δ]. Na intervalu [δ, 1] konverguje, protoºe jde
o spojitou funkci na omezeném a uzav°eném intervalu. Na [1,∞) integrál konverguje
neabsolutn¥.
Dohromady: Integrál konverguje neabsolutn¥.

Bonus

12. Bu¤ f spojitá a nezáporná funkce na intervalu [a,∞), a > 0. Nech´ existuje limx→∞ f(x)·
xα = A. Co m·ºeme °íct o konvergenci

∫∞
a f v závislosti na A a α?

�e²ení: Jde vlastn¥ o LSK s funkcí g(x) = 1
xα na intervalu [a,∞). Tedy

(a) A ∈ (0,∞):
∫∞
a f(x) dx konverguje ⇔

∫∞
a

1
xα dx konverguje, coº je práv¥ tehdy,

kdyº α > 1. (Speciáln¥ tedy diverguje pro α ≤ 1.)
(b) A = 0: Jestliºe

∫∞
a

1
xα dx konverguje, coº je práv¥ tehdy, kdyº α > 1, tak konverguje

i
∫∞
a f(x) dx. Pro α ≤ 1 nelze nic °íci.
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(c) A = ∞: Jestliºe
∫∞
a

1
xα dx diverguje, coº je práv¥ tehdy, kdyº α ≤ 1, tak diverguje

i
∫∞
a f(x) dx. Pro α > 1 nelze nic °íci.

13. Bu¤ f spojitá a nezáporná funkce na intervalu [a, b), a, b ∈ R. Nech´ existuje limx→b− f(x)·
(x− b)α = A. Co m·ºeme °íct o konvergenci

∫ b
a f v závislosti na A a α?

�e²ení: Jde vlastn¥ o LSK s funkcí g(x) = 1
(x−b)α na intervalu [a, b). Tedy

(a) A ∈ (0,∞):
∫ b
a f(x) dx konverguje ⇔

∫ b
a

1
(x−b)α dx konverguje, coº je práv¥ tehdy,

kdyº α < 1. (Speciáln¥ tedy diverguje pro α ≥ 1.)

(b) A = 0: Jestliºe
∫ b
a

1
(x−b)α dx konverguje, coº je práv¥ tehdy, kdyº α < 1, tak

konverguje i
∫ b
a f(x) dx. Pro α ≥ 1 nelze nic °íci.

(c) A = ∞: Jestliºe
∫ b
a

1
(x−b)α dx diverguje, coº je práv¥ tehdy, kdyº α ≥ 1, tak

diverguje i
∫ b
a f(x) dx. Pro α < 1 nelze nic °íci.

14. PRAVDA � NEPRAVDA

NE Jestliºe
∫ b
a |f(x)| konverguje, pak

∫ b
a f(x) konverguje.

NE Jestliºe
∫ b
a f(x) konverguje, pak

∫ b
a |f(x)| konverguje.

�e²ení: Obecn¥ neplatí. Protip°íklad: f je upravená Dirichletovu funkce s hodnotami
−1 a 1. Pak |f | = 1 a

∫ 1
0 |f | = 1, kdeºto f nemá v·bec primitivní funkci.

Aby platilo, nutno p°idat podmínky (nap°. f spojitá a
∫ b
a f existuje - v¥ta z p°edná²ky).

Druhé tvrzení také obecn¥ neplatí, nap°. f = sinx/x na (1,∞).

15. PRAVDA � NEPRAVDA
Nech´ f je funkce spojitá na [1,∞).

NE Jestliºe limx→∞ f(x) = 0, pak
∫∞
1 f(x) dx konverguje.

NE Jestliºe
∫∞
1 f(x) dx konverguje, pak limx→∞ f(x) = 0.

�e²ení: Protip°íklad
∫∞
1

1
x .

Protip°íklad: Uvaºujme funkci f , která má v kaºdém n ∈ N, n ≥ 2 zakreslený rovnora-
menný trojúhelník o vý²ce n a základn¥ 2/n3.
Pak její integrál je roven

∑∞
n=2

1
n2 < ∞, ale limita ur£it¥ není 0.
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