17. cviceni — Neabsolutni konvergence Newtonova integralu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Upozornéni

V feSeni pouzivame znalost absolutni i neabsolutni konvergence pi¥ikladu

0o -
sinx
dx.
1 ¢

Detailnéji rozebereme pristé.

Priiklady

VySetfete absolutni i neabsolutni konvergenci integrald, jestlize a,b,c € R a a,8,7 €
(0, 00).

“+o00
arctanx
1. ———sinz dz
0 X

Regent:

e Konvergence u 0:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezdporny, spojity a plati

arctanz ~ z,sinz ~ v = f(r) 2> ' =2
Aplikujeme tedy LSK s funkci g(x) = x.
arctanx :
UCAL sinx
tim ) iy —e Ty ¢ (g ).
z—0 g(x)  1-0 x

Navic [? = dz konverguje. Tedy i f(;T/z f(x) dx konverguje.
e Absolutni konvergence u oo: Na intervalu [7/2, +00) je integrand spojity. VySetFeme

nejprve integral
/ T gina
dx
/2 Zz
O ném vime, ze konverguje neabsolutné. Aplikujeme tedy LSK s funkei g(z) =

| sin z|
—

arctanx | o;
—|Slnx
lim m: lim y:EE(O,OO)
T—00 ¢ T—00 | sin x| 2
x

Tedy f:/;o ‘szjﬁ dx diverguje.
e Neabsolutni konvergence u co: UkdZeme z Dirichleta konvergenci integralu [
2
Polozme f = sinz, g = % Déle FF = —cosz. Navic plati, Zze f je spojitd na

o0 sinz dz

[5,00) a F je omezend na (%, 00). Funkce g je na [T, 00) spojita a klesajici, navic
limy oo % = 0. Tedy z Dirichletova kritéria fgo ST konverguje.
Dale z Abela ,pfilepime” funkci arctanz. Polozme f = % a g = arctanx. Pak

Funkce g je na [7,00) spojitd a rostouci. Navic |arctanz| < 7.

Tedy z Abelova kritéria [ SILT arctan - konverguje.
2

T
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Zavér: integral konverguje neabsolutné.

“+o00
arctanx .
2. / ————sinz dz
th

0
eSeni: Analogicky predchozimu prikladu.

e Konvergence u 0:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezdporny, spojity a plati

arctanz ~ z,sinz ~ x = f(r) ~2°" 2,

odkud plyne, ze f(;T/2 f(x) dx konverguje (a to absolutng) tehdy a jen tehdy, pokud
2 —a > —1, tedy pokud o < 3.

e Konvergence u co: Na intervalu [r/2, +00) je integrand spojity. VySet¥eme nejprve

integral
+00 o
sinz
/ —dz
n/2 L

O ném vime, ze konverguje pravé pro a > 0, navic pravé pro o > 1 absolutné.

s
29
sin x dx absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

e Absolutni konvergence u oco: Protoze funkce arctanz —

f—l-OO arctan x
jus a
3 T

z LSK plyne, Ze

e Neabsolutni konvergence u oo:
ProtoZe funkce arctan x je spojita, omezena a monotoénni na [r/2, +00), konverguje
(neabsolutné) z Abela také integral fj/zo f(x)dx.

Zavér: integral konverguje pravé pro 0 < a < 3, navic pravé pro 1 < a < 3 absolutné.

+o0 esinx
3. / = sin 2z dx
0

T
ResSeni:

o Konvergence u 0: Integral n a okolf 0 neméni znaménko. Protoze

1/e < ST < e pro kazdé x € R

a na okoli nuly je
sin 2z ~ 2x

staci (z LSK) na okoli nuly vySetfovat integral

)
/ 2% dr
0

ktery konverguje (navic absolutné) prévé pro kazdé a < 2.

e Absolutni konvergence u co: Podle srovnavaciho kritéria konverguje integral na
okoli nekoneéna (vzhledem k odhadiim na e*™#) absolutné pravé pro a > 1 (srovnanim
s |sin 2z|/x®).

e Neabsolutni konvergence u oo: Integral na okoli nekone¢na konverguje neabso-
lutné pro a > 0. Nahlédneme to podle Dirichletova kritéria, pokud dokazeme,
7e €S sin 22 m4 omezenou primitivni funkci na (0, 400). Lze ale p¥imo pocitat
(substituci ¢t = sinx a per partes)

/esmm -2sinxcosx dr = /ue“ du = ue" — e" = C + sin xe®"* — 5M7*
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coZ je evidentné omezend funkce.
Varovan{: Protoze e3™”
techniku pfilepeni podle Abelova kritéria.

neni na 74dném okoli nekonecna monoténni, nelze pouzit

Zaveér: Integral konverguje absolutné pravé pro 1 < a < 2. Integral konverguje neabso-
lutné pravé pro 0 < a < 2.

/1 Inzsinz
4. x
o zarctan(l —z)
Reseni:
U nuly pouzijme odhady
sinx ~ x, arctan(l — z) &~ arctan 1 = %

z nichZ plyne, Ze integrand na néjakém dostateéné malém pravém okoli nuly neméni
znaménko a lze jej srovnat (LSK) s

f(z) =Inz

1

pficemz [ Inz dx konverguje absolutné (1ze ovéfit pimym vypoctem).

U jednicky srovnejme s

—(z—1)
l1—=z

g9(z) = =1

Pak

|Inz| sinz 11—z )
=sinl

lim m = lim
a=1- g  a=1- —(r—1) z arctan(l —z)

Jelikoz [ ll konverguje absolutné, konverguje i [ ll f-
2 2
Zavér: fol f(z) konverguje absolutné.
400 1 3
5 / nrsinz
o warctan(l — z)

Resgeni: Na intervalu [2,+00) je integrand spojity.
Absolutni konvergenci vylou¢ime odhadem

Inx | sin x|
>

= T
)

sinx

xarctan(l — x)

ktery je platny pro x > e a znalost toho, Ze integral napravo je divergentni.
Neabsolutni konvergence: diky monotonii a omezenosti funkce arctan staci vySetfovat
(podle Abelova kritéria) pouze integral

T ng |
——sinz dz.
2 X

Ten konverguje z Dirichletova kritéria, vzhledem k tomu, Ze Inz/z — 0 monoténné na
néjakém okoli nekonecéna
Inz\" 1-In(z)
r ) x?
(derivace této funkce je zaporna pro x > e) a funkce sinz méa omezenou primitivni

funkci.
Zavér: integral konverguje (pouze) neabsolutné.
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w/2 1 b
6. / z° (71 — x) tg€xdx
0 2

ResSeni:
Integrand na intervalu (0, 5 ) neméni znaménko, staci tedy vySetfit absolutni konvergenci.

Dale u nuly plati

b
tgr~ar = f(r) = (g) -zt

z LSK tudiZz dostdviame podminku na konvergenci a + ¢ > —1.
Na (levém) okoli 7/2 mame
sin x 1 1 1

t = ~ = ~
8T = osz  cosw sin(n/2—z)  §—x

L

a tedy z LSK [? f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
4

5 T b—c
(5-)
/G
4

Substituci y = § — x dostaneme, Ze konvergence vySetfovaného integralu na levém okoli

7/2 je ekvivalentni konvergenci [,* y’~¢dy, odkud mame podminku b — ¢ > —1.
Zavér: protoze integrand je spojity na (0,7%] a [§,75) (a neméni znaménko), vime z
predchoziho (pomoci limitniho srovnavaciho kritéria), ze konverguje za podminky —1 —

a < c<b+1, atonavic absolutné. Jinak diverguje.

0 arctan® x arccot? z
xY

cos x dx

0
eSeni:
e Na okoli nuly je

T\ B
arctan® z &~ 2%, arccot® x ~ <§) , cosxt 1.

Tudiz na dostatetné malém okoli nuly integrand neméni znaménko a chova se p¥ib-
lizné jako funkce x®~7. Odtud plyne, Ze integral na vhodném okoli nuly konverguje
z LSK (a to absolutné), pravé pokud a — v > —1.

e Na okoli nekonec¢na plati

T\ 1
arctan® r ~ (—) ., arccot? z ~ —.
2 P
Podle limitniho srovnavaciho kritéria aplikovaného na funkci | cos x| /27 dostaneme,
7e integral na vhodném okoli nekone¢na konverguje absolutné, pravé pokud v+ >
1.

e Podle Dirichletova kritéria pak méme, 7e integral cos z/x” na vhodném okoli nekone¢na
konverguje neabsolutné, pokud v > 0.
Pomoci Abelova kritéria pak dostaneme, Ze za stejné podminky konverguje neabso-
lutné také integral floocgc% arccot? z a integral floo% arccot? z arctan® z (nebot
funkce arctanx a x arccotx, a tedy také jejich mocniny, jsou na vhodném okoli

nekonefna monotoénni a omezeneé).
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Zévér: Integral konverguje absolutné pravé tehdy, kdyz a—~ > —1 & v+ 5 > 1. Integral
konverguje neabsolutné pravé tehdy, kdyz o — v > —1.

< /+oo ln(€296 et 4+ 1)
0

sin z dx
23/2

Regent:

e konvergence u 0: U nuly pouzijte odhady
In(e* 4+ e® +1) ~ In 3, sinz ~x = f(z) = 2! 732

navic na malém pravém okoli nuly integrand neméni znaménko, takze podle lim-

itniho srovnavactho kritéria integral [ fkonverguje, jestlize konverguje integral

J? ﬁ, ktery konverguje. Tedy z LSK konverguje (navic absolutng) i integral [, f.
e Absolutni konvergence u oo:

Pouzijme odhady

2sinx

2 ~ e
In(e* +e*+1) =2z = f(z)~ 321

Integral z 90235/21_””1 absolutné nekonverguje, z LSK tedy absolutné nekonverguje ani

piivodni integral.

e Pro neabsolutni konvergenci: integral z 2;1‘?2” konverguje neabsolutné z Dirichletova

kritéria.
Clen In(e?® 4 e + 1)/2x se prilepi pomoci Abelova kritéria, nebot z tvaru

In(e** +e”+1) In(e**(1+e*+e2*)) In(e** +In(l+e *+e 7))

2x 2x 2x
In(1 + e~ + e 2%)
2x

=1+

je patrné, Ze jde o monoténni funkci na néjakém okoli nekone¢na.

Zévér: Integral konverguje neabsolutné.

T arctan® x|
9. ————sinz dx
o IWf(1+x)

Regeni:
e U nuly pouzijeme odhady
arctanz ~x, In(l+z)~z, snz~xz

staci tedy (z LSK) vySetfovat integral

4
/ 2218 gy
0

ktery konverguje (absolutng) pravé pro a > 3 — 2.

¢ U nekone¢na nenastava absolutni konvergence nikdy, nebot existuje x5 € R takové,
P (1+z) _ 0.)

Ze pro viechna = > x4 je In’(1 +2) < /z. (Plyne z limity lim, oo

Srovnavaci kritérium aplikované na |sinz|/\/z pak dava divergenci.
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e Neabsolutni konvergence u nekoneCna nastavd pro kazdé o € R a 8 > 0 podle
Dirichletova kritéria pro sin -/ In®(1+z) a tudiz podle Abelova kritéria pro vysetio-
vany integral.

Zaveér: integral konverguje neabsolutné pravé pro (8 > 0)& (o > f — 2). Absolutné

nekonverguje pro zadné o, 8 > 0.

+o00
10. / arccot® x cos x dx
0
ReSeni:
e Integrand je zfejmé spojity na [0, +00). Tedy absolutné konverguje na [0, 1] a bude
tedy stadit uvazovat integral pies [1, 00).

e Zacnéme s absolutni konvergenci. Protoze na okoli nekonec¢na je

1
arccotr =~ —,
T

budeme nejprve vysetfovat integral

—+00 .
/ |cozx| I
1 x

ktery konverguje absolutné pro o > 1, jinak diverguje.

e Ddle uvazujme

“+oo

/ | cos 2] (z arccot x)* dx

xa
1

Necht tedy o > 1. Plati, Zze arccotx < % To je mozné ukazat napf. takto: Pro
funkci g(x) = o arccot x mame v 1 hodnotu larccotl = § < 1.
Funkce je navic spojita na [1,00) a

arccotx L'H . 1342
— = 1 = 1.
T x2

lim
Tr—r00

Zbyva monoténnost funkce x arccot x. Mame

, x
(x arccot z)’ = arccot x — ———
2 +1
Polozme x = coty. Pak pro y € (0, §], mame z € [1,00)

coty . 1.
=y —cosysiny =y — = sin(2y)

arccot(coty) — ———
recot(cot y) coty? + 1 2

a protoze |sint| < 2t pro t > 0, mame
1 1
y—5sin(2y) 2y — 52y =0.

Tedy derivace je kladné a x arccot x je rostouct.
(Nyni lze nartnout graf funkce x arccot 2.) Dohromady musi platit = arccot x < 1.

Pak
| arccot™ z cos z| < M,
xa

tedy ze SK integral ffroo arccot™ x cos x dx konverguje absolutné.
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e Necht o < 1. Protoze

lim z arccotx =1,
T—r00

tak od jistého xg je x arccotz > %
Pak

1 «
| arccot® x cos x| = * arccot® x - |cosz] > (= M’
xr 2 e

Ze SK pak mame, 7ze pro a < 1 integréal absolutné nekonverguje.

e Pro neabsolutni konvergenci aplikujme Dirichletovo kritérium.
Funkce cos z ma omezenou primitivni funkci. Funkce arccot® x je klesajici,
lim,_, o arccot®x = 0 pro a > 0. Z Dirichletova kritéria pak konverguje i integral

—+o0
/ arccot® x cos x dx.
1

Zavér: Integral konverguje neabsolutné pravé pro a > 0, absolutné pravé pro o > 1.

400 5 12
11. / \ arccot x sinx dx
1 T+ 1

Resent:

e Konvergence u —1: Na (dostatetné malém pravém prstencovém) d-okoli —1 in-
tegrand neméni znaménko a chova piiblizné jako funkce (z + 1)~1/3, (absolutni)
konvergence je tedy ekvivalentn{ konvergenci integralu

0 1
/y_ /3 dy
0

o kterém vime, Ze konverguje (absolutné).

e Absolutni Konvergence u oo: Na okoli nekone¢na se integrand bez sinu chova pii-
blizné jako

22

w

1
arccot r ~ x1/3 - = x_2/3
r+1 x

Odtud plyne podle limitniho srovnéavaciho kritéria srovnanim s integralem pies
funkei |sin z|/z%/3, 7e integral nekonverguje absolutné.

e Neabsolutni Konvergence u oo: Pro neabsolutni konvergenci uvazujme nejprve in-

tegrél
+oo 1
/ 7 sinx dx
1 xr

Pouzitim Dirichletova kritéria dostaneme neabsolutni konvergenci, nebot sinx mé
omezenou primitivni funkei a 2~2/3 — 0 monoténné pro x — +oo.
Dale, integral

+o0 1
/ T arccot T—7e sin x dx
1 z?/

konverguje z Abelova kritéria, protoze g(x) = x arccotx je spojitd na [1,00) a

protoze
—1
arccotx g . 1522
im ——— = lim =1
T—r 00 = T—r 00 — =5
x x
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tak je funkce na [1,00) omezena.
Zbyva monoténnost funkce x arccot x. Mame

(x arccot z)’ = arccot x — P
Polozme x = coty. Pak pro y € (0, §], mdme z € [1, 00)

coty . 1.
=y —cosysiny =y — = sin(2y)

t(coty) — ————
arccot(cot y) oty 1 1 5

a protoze |sint| < 2t pro t > 0, mame
1 1
— —sin(2 > — =2y =0.
y—5sin(2y) 2y - 52

Tedy derivace je kladna a x arccot x je rostouci.
Posledni krok, uvazujme integral

oo [ g2 1 . 1 . J
) 1—|—£C $1/3 X arcco xl’2/3 Sinxr ax.

Integral konverguje z Abelova kritéria. Funkce 1/ 1%5 : ﬁ je spojitd na [1, 00).

Jelikoz
2 1 . 2
lim {4 = lim { =1,
oo V 14z /3 250 V 2242
je 1 omezena.

v v M~ e 2 e
Pro monoténnost stac¢i vySetfit funkci x’fﬁ Plati

/
x 1
z+1 (x+1)

tedy funkce je rostouci.

Zavér:

Integral konverguje (absolutné) na (—1,4d]. Na intervalu [§, 1] konverguje, protoze jde
o spojitou funkci na omezeném a uzavieném intervalu. Na [1,00) integral konverguje
neabsolutné.

Dohromady: Integral konverguje neabsolutné.

Bonus

12. Bud f spojita a nezdporna funkce na intervalu [a, 00), a > 0. Necht existuje lim,_,~ f(2)-
z®* = A. Co muzeme Fict o konvergenci faoo f v zavislosti na A a a?
1

Reseni: Jde vlastné o LSK s funkci g(x) = —& nha intervalu [a, 00). Tedy

(a) A € (0,00): [ f(x)dz konverguje < [>° - dx konverguje, coZ je prévé tehdy,
kdyz o > 1. (Specialné tedy diverguje pro a < 1.)

(b) A =0: Jestlize faoo x% dz konverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a > 1, tak konverguje
i [ f(x)dz. Pro a <1 nelze nic Fici.
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(c) A= oo: Jestlize f L dz diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a < 1, tak diverguje
i [* f(z)dz. Pro a S 1 nelze nic Fici.
13. Bud f spojita a nezaporna funkce na intervalu [a, b), a, b € R. Necht existuje lim,_,5— f(x)-
(x —b)® = A. Co miizeme Fict o konvergenci fab f v zavislosti na A a a?

Reseni: Jde vlastné o LSK s funkci g(z) = ﬁ na intervalu [a,b). Tedy

(a) A € (0,00): ff f(z) dz konverguje < f — dx konverguje, coZ je pravé tehdy,
kdyz o < 1. (Specialné tedy diverguje pro Q > 1.)
(b) A = 0: Jestlize f —=dz konverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a < 1, tak
konverguje i fa flx dx. Pro a > 1 nelze nic Fici.
(¢) A = oo: Jestlize f:ﬁdx diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a > 1, tak
diverguje i fab f(z)dz. Pro a < 1 nelze nic fici.
14. PRAVDA - NEPRAVDA
NE Jestlize f; |f(z)| konverguje, pak f;f(x) konverguje.
NE Jestlize fff(x) konverguje, pak f: |f(z)] konverguje.
ReSeni: Obecné neplati. Protipiiklad: f je upravens Dirichletovu funkce s hodnotami
—lal Pak|f|=1a fol |f| = 1, kdeZto f nem4 viibec primitivni funkei.
Aby platilo, nutno pfidat podminky (nap¥. f spojita a ff f existuje - véta z pFednéagky).
Druhé tvrzeni také obecné neplati, napf. f = sinz/z na (1, 00).
15. PRAVDA —- NEPRAVDA
Necht f je funkce spojita na [1,00).
NE Jestlize limx%oo f(z) =0, pak [ f(x)dx konverguje.
NE Jestlize f1 x) dx konverguje, pak hmmﬁoo f(z)=0.
ReSeni: Protlprlklad L
Protipriklad: Uvazujme funkci f, kterd ma v kazdém n € N, n > 2 zakresleny rovnora-
menny trojihelnik o vysce n a zakladné 2/n3.
Pak jeji integral je roven Y o0, 25 < oo, ale limita urcité neni 0.
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