
14. cvi£ení � Ur£itý integrál
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

De�nice 1. Nech´ a, b ∈ R∗, a < b. Nech´ f je funkce de�novaná na intervalu (a, b). �ekneme,
ºe funkce f má na intervalu (a, b) Newton·v integrál, p°ípadn¥ ºe Newton·v integrál z funkce

f na intervalu (a, b) existuje, jestliºe

• f má na (a, b) primitivní funkci F ,

• existují limity limx→a+ F (x) a limx→b− F (x) (ne nutn¥ vlastní);

• rozdíl t¥chto dvou limit je de�nován jako prvek mnoºiny R∗.

Hodnotou Newtonotva integrálu z funkce f na intervalu (a, b) nazýváme prvek mnoºiny R∗

ur£ený výrazem
lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x).

V¥ta 2. Nech´ (a, b) je omezený interval a nech´ f je omezená spojitá funkce na (a, b).
Pak f ∈ N (a, b).

V¥ta 3 (Vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integrálu). Nech´ [a, b] je
omezený interval a nech´ f je spojitá funkce na [a, b]. Pak f ∈ R([a, b]) ∩N (a, b) a

(R)

∫ b

a
f(x) dx = (N)

∫ b

a
f(x) dx.

Poznámka 4. Nech´ I ⊂ R je interval a nech´ f : I → R je funkce. �ekneme, ºe f je darboux-
ovská, jestliºe pro kaºdé a, b ∈ M , a < b, a pro kaºdé y ∈ (min{f(a), f(b)},max{f(a), f(b)})
existuje c ∈ [a, b], takové, ºe f(c) = y.

V¥ta 5. Nech´ f má na otev°eném intervalu I primitivní funkci. Pak f je darbouxovská.

V¥ta 6 (Per partes pro ur£itý integrál). Nech´ f , f ′, g, g′ jsou spojité na intervalu [a, b]. Pak∫ b

a
fg′ = [fg]ba −

∫ b

a
f ′g.

V¥ta 7 (Substituce pro ur£itý integrál). Nech´ φ : (α, β) → (a, b) spl¬uje φ((α, β)) = (a, b) a
φ má vlastní nenulovou derivaci na (α, β). Nech´ f : (a, b) → R. Potom∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f(φ(t)) · |φ′(t)| dt,

jestliºe má alespo¬ jedna strana smysl.

Poznámka 8. Lze psát i takto:∫ φ(β)

φ(α)
f(y) dy. =

∫ β

α
f(φ(x)) · φ′(x) dx
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P°íklady

Spo£t¥te Newtonovy integrály:

1. (a)
∫ π

0
sinx dx

(b)
∫ 2

1
3x2 + 2x+ 1dx

(c)
∫ 2

1
2 +

√
x+

1

x2
dx

(d)
∫ 0

−5

2

3− 4x
dx

(e)
∫ −2

−7

1√
2− x

dx

(f)
∫ ∞

0

1

1 + x2
dx

(g)
∫ ∞

2

1

x
dx

(h)
∫ 0

−∞
ex dx

(i)
∫ ∞

0
ex dx

(j)
∫ ∞

0
sinx dx

2. (a)
∫ 2

1

3x2

x3 + 1
dx

(b)
∫ π

3

π
4

sinx cosx dx

(c)
∫ 2

1
x lnx dx

(d)
∫ π

0
x2 sinx dx

(e)
∫ e

1

ln2 x

x
dx

(f)
∫ 1

−1

x2

1 + x2
dx

(g)
∫ ∞

0

1

(x+ 3)5

(h)
∫ 1

0

ex

e2x + 1
+

1

cos2 x
dx

(i)
∫ ∞

1

e−
√
x

√
x

dx

(j)
∫ b

a
sgnx dx, a < 0, b > 0

(k)
∫ ∞

1

arctanx

1 + x2
dx

(l)
∫ 2

1

dx

x lnx

(m)
∫ π

0

sinx

cos2 x+ 1
dx

(n)
∫ 1

−1
x2e−x dx

(o)
∫ 3

2

x2 − x+ 1

x− 1
dx

Bonus

3. N Pouºijte riemannovské sumy k odhadu integrálu
∫ 15
0 f(x) dx, jestliºe hodnoty funkce

f jsou

x 0 3 6 9 12 15
f(x) 50 48 44 36 24 8

4. PRAVDA � NEPRAVDA Nech´ (−a, a) ⊆ R.

ANO � NE Nech´ f je lichá funkce. Pak
∫ a
−a f = 0

ANO � NE Nech´ f je sudá funkce. Pak
∫ a
−a f = 2

∫ a
0 f

5. Najd¥te horní a dolní riemannovské sou£ty pro Dirichletovu funkci

D(x) =

{
0, x ∈ R \Q
1, x ∈ Q.
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(3)Na£rtn¥tefunkci,kterámáhodnotyztabulky.Pak
jizkusteobalitobdélníkyseshoraavyplnitobdélníky

zespod.Spo£t¥tejejichobsahy.
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