14. cviceni — Urcity integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Teorie

Definice 1. Necht a,b € R*, a < b. Necht f je funkce definované na intervalu (a, b). Rekneme,
ze funkce f md na intervalu (a,b) Newtondv integrdl, pfipadné ze Newtoniv integrdl z funkce
f na intervalu (a,b) existuge, jestlize

e f méa na (a,b) primitivni funkci F,
o existuji limity lim, o, F'(z) a lim,—,_ F(z) (ne nutné vlastni);
e rozdil téchto dvou limit je definovén jako prvek mnoziny R*.

Hodnotou Newtonotva integrdlu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvame prvek mnoziny R*
urceny vyrazem
lim F(z)— lim F(z).

x—b_ T—ay

Véta 2. Necht (a,b) je omezeny interval a necht f je omezena spojita funkce na (a,b).

Pak f € N(a,b).

Véta 3 (Vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integralu). Necht [a,b] je
omezeny interval a necht f je spojita funkce na [a,b]. Pak f € R([a,b]) NN (a,b) a

(R) / " fle) de = (V) / ’ fla)de

Poznamka 4. Necht I C R je interval a necht f : I — R je funkce. Rekneme, ze f je darbou-
ovskd, jestlize pro kazdé a,b € M, a < b, a pro kazdé y € (min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)})
existuje ¢ € [a, b], takové, ze f(c) = y.

Véta 5. Necht f ma na otevieném intervalu I primitivn{ funkci. Pak f je darbouxovska.

Véta 6 (Per partes pro urdity integral). Necht f, f’, g, ¢’ jsou spojité na intervalu [a,b]. Pak

/a b = ol - / 1.

Véta 7 (Substituce pro ur¢ity integral). Necht ¢ : (o, 8) — (a, b) spliiuje p((«, 5)) = (a,b) a
¢ mé vlastni nenulovou derivaci na («, 8). Necht f: (a,b) = R. Potom

b B
[ t@ds= [ o) 1] a
a (03
jestlize ma alespon jedna strana smysl.
Poznamka 8. Lze psat i takto:

»(B) B
/ f(y) dy. = / flo() - ¢ (@) da
w(a) a
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Priklady

Spoctéte Newtonovy integraly:
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Bonus

3. 3% Pouzijte riemannovské sumy k odhadu integralu f015 f(z)dz, jestlize hodnoty funkce

f jsou
z |o]3]6]9]12]15
f(x) |50 [ 48 | 44 |36 |24 | 8

4. PRAVDA - NEPRAVDA Necht (—a,a) C R.

ANO - NE Necht f je licha funkce. Pak [ f =0
ANO - NE Necht f je suda funkce. Pak [* f=2[] f

5. Najdéte horni a dolni riemannovské soucty pro Dirichletovu funkci

reR\Q
1, z€Q.
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