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Piiklady

Najdéte primitivni funkce

1. typ R(J:, m\/x—i—a)

B 1
Regeni:
PouZijeme substituci ¢ = /z. Pak plati vztah t® = 2. Potom pro substituci 1.
typu

dt = <:1:1/6>/ dr = é$*5/6 dz

(Pozn.: Pro 2. vétu o substituci bychom méli t® = z, tedy dz = 6t° dt.) Odtud
vyplyva, ze

/ ! 627 e / ! 6t° dt = 6 / ! dt
. X f— -
(1 +2y/x + Yx) 625/6 (1 + 263 + ¢2) t(1+ 2 + 2t3)

Trojélen ve jmenovateli mé zfejmé kofen —1 a lze jej tedy rozlozit na tvar (¢ +
1)(2t? — t + 1). Dale postupujeme rozkladem na parcialni zlomky.

1 A B Ct+D

L Dee—t+D) ¢ i+l @it

Pfenasobenim jmenovateli dostaneme
1=A(t+1)(2t2 =t +1) + Bt(2t> =t + 1) + (Ct + D)t(t + 1).

Dosazenimt = 0 at = —1 dostaneme, ze A=1a B = —i. Porovnéanim koeficientu
u t3 mame, ze 2A+2B+C = 0, tedy C = —2A—2B = —%, a porovnanim koeficientt
u linearniho ¢lenu méme, ze B+ D =0, tedy ze D = —B = %. Odtud vyplyva, ze

1 1 1 1 1 6t—-1

2 P R t , 1°
tt+1)(22—t+1) t 4t+1 82—L41

Integraly prvnich dvou ¢lent jsou zfejmé, posledni ¢len integrujeme dalsim rozkla-
dem na - .

16t—5+5 3 2t—3 1 1

82 —L 41l 82— L4l 1642141

Prvni ze s¢itanct pak lze integrovat substituci jmenovatele, druhy pfevodem na
¢tverec Kombinaci vSech vysledkt dostaneme

1 1
dr =6 —
/x(1+2\/§+\3/§) v /t(l—l—t2+2t3)

c 3 9 9 3 4t — 1
=6lnt—=-In(1+¢t)—-In(2t* —t+1) — —= arctan
2 ( ) 4 ( ) 27 V7
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c 3 9 3 49 —1
— z)de =Inz—-In(1+Vz)—=In(2vVz — Vo +1)— arctan —————.
[ 9ta) 3 In(1+ )~ T (297 - Vo +1) - - -
Lze jesté upravit jako
3 4.7 — 1
=-In A 3 — arctanL
47 (14 Y02 @Q¥z— yr+1)° 27 V7
Pavodni funkce je spojita (a definované) na (0, 00) - tam budeme hledat primitvni
funkci.
Pfi 1. vété o substituci mame p(z) = Vz, ¢’ = ﬁ a f(t)= W.

Interval (o, B) = (0,00) a (e, 5) = (0,00).

Funkce f ma primitvni funkci na (—oo,0) nebo (0,00). Zvolme (a,b) = (0,00).
Pak o(a, 8) C (a,b).

Pii 2. v&té o substituci mame p(t) = t% o~ H(x) = Y. ¢ = 6t°. Dale f(z) =
m a f(@(t))g@l(t) = W Nakonec

3 9 3 4t — 1
Gt)=6Int—=-In(1+t)—-In(2t> —t+1) — —— arctan ———
® 3 In(1+1) = JIn ) g arctan =

Intervaly: t € (o, 3) = (0,00) a p(a, 5) = (0,00) = (a, b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na (o, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (0, 00).

1—+vax+1

(b) gla) = 2

B 1+Vz+1
Reseni:

PouZijeme substitutci ¢t = ¢/z + 1. Potom dz = 6¢° dt a

1—vzr+1 1—1¢3
/“ dz — 617 dt.
1+ +1 1+t
Protoze -1
B (I | N SRS IS > S T
(—t% +1°) : (1 + 1) +tt+ tl+
je
1—1¢3 1 2t 1 c
6t° dt = 6 Bl - — ) At =
/1+t2 /< Tt * +21+t2 1+¢2
6 6 3
< —tT 4 20 01— 2% = 3% 4 61 + 3In(1 + %) — Garctant,
6 6 3
— /g(x) dz € —?( vV + 1)7—1-5(\6/30 - 1)5+§(\6/x + D 2(Va +1)3-3(Va + 1)

+6(V/z + 1)+ 3In(1 4 (Vo +1)?) — 6 arctan(V/z + 1)

Pro z € (—1, ).
1
@ e

Reseni:
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Pouzijeme substituci ¢t = /2. Potom

1
dt = Zx_3/4 dx

. Odtud 5
1 41 4t
————F—dr = | 5 dt= | ———= dt
/ I+ vapyvz / (1+ )32 / (1+10)?
Rozklad na parcialni zlomky hleddme ve tvaru

a4 A N B N C
(14+t)3 1+t (1+t)2 (1+t)3

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme
4t = AQ+t)*+ B +1t)+C,
odkud dosazenim t = —1 dostavame, ze C' = —4. Dale mame, zZe
4t = (A+B+C)+ (2A+ B)t + A%,

odkud ihned mame, 7e A =0 a B = 4. Tudiz

At 4 4 o 4 p
/(1+t)3 dt_/((1+t)2_(1+t)3> dt:_1+t+(1+t)2

244t 2444
- /g(a?)dﬂvg ik £

TET A

KiEon

Pro z € (0, 00).

2. typ R (x, 7/ Z{fis)
(a) g(x) Ve+l—+vzr-—1
a) g(z) = :
gv Ve+1+ve—1
Reseni: Definiénim oborem funkce g je interval [1,+00), maximdlni otevienou

podmnozinou je interval (1, 4+00). Primitivni funkei sta¢i uréit na tomto intervalu.
Vyraz nejprve upravime vytknutim

1 1
Ve+l-—vVz—-1 z—1 \/%_1_ \/%_1

a poté pouzijeme substituci
NENEESY
z—1
odkud mame
1+ ¢ 2t(1 — 12) + 2t(1 + t?) —4t
T v (1— )2 (1—2)2
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Odtud vyplyva, ze

z—i—l
Vit T- Va1 /\/ _1dx_>/t—1 - y

\/x—l—l—l—\/:n—l x+1+1 t+1 1—t2)

standardnim rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

1 1 9 1
:/ 24 - ——2_dt
tr1 (t+02 (113 t-1

a po integraci

c 1 n 1
ot 1 0 (t+1)2

—fln|1—t\+ 1n|t+1]

zbyva dosadit za t:

1
1_ x—i—

1 1 1 1
%/g(m)dxg— + —iln ‘Hx—i_ +1
L (L

Pfi 2. vété o substituci mame p(t) = —ifiz o' (t) = ﬁ, e l(z) = /2.

Tl _
Dale f(z) = ;:H a fle®)¢'(t) = 57 Ty
x—1
Nakonec 1 1 1 1
G(t) = — ——In|l—¢+=Inlt+1
(t) t+1+(t+1)2 2n\ \+2n\+’

Intervaly: t € (o, 8) = (1,00) a p(a, 5) = (1,00) = (a, b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na (o, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (1, 00).
(b) g(x) = 1
REEEEE
Reseni:
Upravme

1 1 z—1\%3
{’/(93+1)2(m—1)4 - (z—1)2 <x—i—1>

a pouzijeme substituci

(a1 Al de 30— +32(1+6) 62
“\z¥1) T1-8 at (1—13)2 A=)

Odtud také vyplyva, ze

Dostavame tak, Ze

dz B 1 z—1\*? (1—13)2 62
/\3/(33+1)2(x—1)4 _/(x—1)2 <x+1> dx—>/ 1 'tQ.(l—t3)2 dt
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3 c 3 c 3i/z+1
- 2wl 2 de €2 .
/2t2 2t g(z) dw

Pro xz € (—oo,—1) U (—1,1) U (1, 00).

—_
_l_
8
8=

tedy

/ /1—3:1(h7 1+t2 —4t dt _/ —4t2 dt _/ - e
l+zz 1—t2(1+t2) ) A=t +e2) ) 12 142

2 2
+
1 4 11—z
—In

1+t 1-—
2arctant — In Tt —>/g(a:)dx22arctan — e
1-—t 14+ 1 Jl==
14z
Pro z € (—1,0) U (0,1).
3. tpr(:L‘, \/ax2+b:c—|—c)
(a)
/xdx
Va2 +2x+4
Reseni: Substituce V22 + 2x +4 — 1z =t
(t=2)(t+2)
21—
—t2+2t—4
tedy
/ T /t—2 )t +2) 1 —t2+2t—4dt
VaZ+2x+4 201 —t) ¢4 U= (21)(’5:;2) 2(1—1t)2
(t+2)(t —2) 1/ t—1 3
= —dt 142 — dt
/2 112 o) T TTECE T a1
c 1 3
t+2In|t—1
2( +21n | H_t—l)

—>/ \/:v2—{—2:v—|— —z+2In|vVa2+2x+4—x—1|

3
t 1)
2 +2x+4—z—1
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Pro z € R.

Pii 2. vété o substituci mame ¢(t) = % o(t) = %, o l(z) =
Va2 + 2z +4 -1z (a2
. (t+2)(t—2
Dalef(ilf):\/QCQJZCTJr a f(e( fz lt
Nakonec

1 3
G(t) = 2( +21n\t—1y+t_1>

Intervaly: ¢ € (o, 8) = (1,0) a ¢(«, 5) = (—00,0) = (a,b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na («, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (—o0, 00).

1
1+vV—2?2+z+2

Reseni: Priklad i s feSenim méame z http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analy

g(z) =

za/pages/specialni-integracni-metody.html
Podminky: —2?4+z =2 > 0, tedy « € (—1,2) (integrujeme na otevieném intervalu).
Zaroven méame 2 rizné realné kofeny, tedy vyraz upravime

1
dox = dx

1 1
/1+\/—(1§2+$+2dx/1‘1‘\/(2—1')(1‘4'1) 1—|—($+1) /i;ﬁ

Zvolme substituci

. 2—=x
CVaz+1
Pak
2 —t2
X
241
& 6t
dr = —— dt
SRS
Mame

%/ ot &—/ —ot dt
1+<§ﬁ+ﬁ)t(ﬂ+iﬂ (1+82)(t2+3t+1)

_9 4\[
(/1+ﬁ %+3+vf

4/5 45

g—2arctant—Tlog\2t—|—3+\/gl—Tlog]—Qt—B—i-\/g!
1 2 — 4 2 —
/ g _9arctan I —ﬁlog 24/ *
1+vV—22+2+2 z+1 o r+1
45

— —log

12 —x
r+1

xz € (-1,2)
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1
(x =1V +x+1

Reseni: Piiklad i s feSenim méame z http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analy
za/pages/specialni-integracni-metody.html

Funkce je spojita na intervalech (—oo, 1), (1, 00), méa na nich tedy primitivni funkci.
Vyraz x? + 2 + 1 nema realné kofeny. Zvolme substituci

V2+zrz+l=z+t

g(z) =

Pak

1—¢2
€r =
2 — 1
) (- t+1)
22 —t+1
de=—— """/ ¢
SN G}
Dostavame
1 —2(t2 —t+1 2
- 112 1-12 ' ((2t —1)2 ) = / t2+2t—2 dt
<2t—1 - 1) <2t—1 + t)
V3 V3
—"3 —"3 C \/3 ‘ \/3
- + &ZLfth+ﬁM—my44+ﬁ‘
/t+1+¢3 i —1+3 3 8 3 08

1 C \/3
— der = ——"1lo ‘\/x2+$+1—x+1+\/§‘
/(az—l)\/w2+x+1 3 ®
+\é§10g‘—\/m2+x+1—x—1+\/§‘

1
r+vVri—x+1

Reseni: Priklad i s feSenim méame z http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analy
za/pages/specialni-integracni-metody.html

Podminky:
T+ VarZ—x+1#0,

coZ je splnéno pro vSechna x € (—00, 0).
Funkce je tedy spojita na celém (—oo,00), kde mé také primitivni funkci.

g(z) =

Vyraz 22 — 2 + 1 nema realné kofeny. Zvolme substituci
Va2 —z+1=—-xc+t
Pak
t2—1
€r =
2t — 1
' (2~ t41)
2t —t+1
de = ———=dt
T T a2
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Dostavame

12 —t+1 2
—>/ +)ohtz/— LA S

(2t —1)2 t ot 1 (2t—1)2
3
:21 t] — =1 26— 1 — —
og ]~ J1og 20 —1] - 5
1 C
— =2log|vVzi—z+1+=z
/x+\/1:2x+1 gl |
3
—§log|2( ?—r+1+2x)—1|

3
C22(Vak—atl+a)—1)

x € (—00,00)

4. Ostatni
1
a) g(x) = .
(&) V( ) 1+vVr+V1+z
ResSeni:
Pouzijeme substituci
t=+vx++V1+azx.
Potom
2 -1\? 21 422242 21 241
2t 2t 4¢2 t 2t2
a mame

D(t2+1) 1/(t—1)(t2+1) 1/t3—t2+t—1
) d dt==- [ L T = [
/ x_>/1+t 213 2 3 2 3

1 111 o1 11
= (1= —=) € (t—t|— >+ —
2/< i e t3> 2( nft t+2t2)

1

%/g(x)dxgz<f+\/1+a:—ln|\f+\/1+a:|

Pro x € (0, 00).
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